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Vorwort. 



Exompli» melius docoinur 
ciuam praecoptis. 



Es ist eine Tatsache, daß auch für dcii Klckti'otecbnikor 
der öcliritt von der Theorie zur Praxis sc]nv(U' ist. Freilich 
fehlt es bei der gegen^värtigen Höhe des teclinischen TTiittn- 
richtes den Studierenden keineswegs an Gelegenheit zu |)ral<- 
tischen Übungen, alU^n die Tatsache bkubt bc^sttJicu, djill 
viele Aufgaben, deren Lösung überaus einfach sclieint, Avenn 
sie vorgetragen w^ird, unerwartete Schwierigkeiten bereiti^n, 
w^enn sie ohne Hilfe gelöst werd(^n sollen. Sofort i)flegt sich 
der Mangel an Übung und Selbständigkeit fühlbar zu machen. 
Hier die Lücke zu füllen, liier einem Bedürfnis abzuhelfen, 
ist der Zweck der vorliegenden Sammlung. 

Für die Wahl und Reihenfolge der Aiifgaben durfte 
natürlich nicht der zu ihrer Lösung erforderliche mathematisch(> 
Apparat bestimmend sein, jedoch ist darauf llücksicht ge- 
i^ommen, daß die Grundlagen der höheren Analysis nicht 
überschritten werden. 

Die Aiifgaben sind tunlichst der Praxis entnomuu^n und 
meist nach* Anwendungsgebieten geordnet, den einzelntui 
Gruppen sind, soweit es wünschenswert erschi(>n, Krklärungen 
vorangeschickt. 

Besonderer Wert ist auf die korrekte Stelhing der Auf- 
gabe und auf die Benennung aller Größen gelegt, so daß 
niemals Zweifel über das Einheitsmaß der gefimdenen liesultate 
besteht. Daher scliien es auch zweckmäßig, mit Aufgaben 
über das so wichtige und im allgemeinen so schwer zu er- 
streitende Gebiet dei- Maßsysteme zu beginnen. 



Vi Vorwort. 

Die Trennung der Aufgaben über Stromverzweigung von 
denen über Stromverteilung war durch ihre verschiedenartige 
Anwendung in der Meß- und Beleuchtungstechnik geboten 
und wird verständHch, wenn man die drei letzten Aufgaben 
des Kapitel lY betrachtet, welche den Übergang zum Kapitel Y 
bilden. 

Die Aufnahme eines besonderen Kapitels über die analytische 
Beliandlung der Yektoren wird nicht beanstandet werden; 
die Wiederholung frülierer Aufgaben in der neuen Behand- • 
lungsweise geschah absichtlich, um desto klarer den Unter- 
schied der verscliiedenen Methoden hervortreten zu lassen. 

Im Schlußkapitel macht der Leser die Bekanntschaft niit 
der Heymannschen Methode zur Auflösung transzendenter. • 
Gleichungen, die wegen ihrer Einfachlieit und Durchsichtig- 
keit unter allen Nähei'ungsmethoden den Yorzug verdient. 

Da nur mathematisch bestimmte Aufgaben in Betracht . 
kamen, so konnten nicht alle Gebiete der Elektrotechnik 
behandelt, die behandelten nicht immer gleichmäßig berück- 
sichtigt werden. 

Allen Aufgaben sind die Lösungen beigefügt, und der Gang 
der Eechnung ist fast ausnahmslos angedeutet. Ein alpha- 
betisches Register eiinöglicht es, die Sammlung auch als Nach- r 
Schlagebuch zu benutzen. 

Berlin, im Juni 1902. 

Der Verfasser, 
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Kapitel I. 

Aufgaben über Marzsysteme. 



Erklärung. 

Unter einem absoluten Maßsystem versteht mau oiu 
solches, in welchem alle Maße auf Einheiten zurückgeführt 
werden, deren Größe vom Orte der Beobachtung unab- 
hängig ist. 

Ein solches System ist z. B. das von Gauß für meehaniselu* 
und magnetische Größen, von "Weber für elektnsche Größen 
eingeführte System, welches als Grundmaße die Länge eines 
Millimeter, die Masse eines Milligramm und die Zeit t>iner 
Sekunde benutzt, {mm, mg, sec-System.) 

Im CG/S-System ist als Längeneinheit das ctn, d. h. der 
tausendmillionste Teil eines Erdquadranten, als Massenoinheit 
die Masse eines g, d. h. die Masse eines cm^ destilliertiMi 
Wassers von 4®C, und als Zeiteinheit die Sekunde, d. h. der 
86400ste Teil eines mittleren Sonnentages gewälilt. 

Unter dei- Dimension einer aus den Giiindmaßou ab- 
geleiteten Größe versteht man diejenigen Potenzen, mit 
welchen die Grundmaße zu versehen sind, um die Einh(Mt 
der abgeleiteten Größe zu bilden. 

Eine Kraft, aus Länge (Z), Masse (m) und Zeit {t) hat dem- 
nach die Dimensionsformel [Zmf~^]. 



'4 
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2 I. Aufgaben fiber Mal'zsysteme. 

Aufgabe 1. Nach dem Gi'avitationsgesetz von Newton 
ist die Kraft K, mit dei' sich zwei mateiielle Punkte mit den 
Massen j/i, und m,^ im Abstand r anziehen, gegeben durch 
die Foimfl 

1) Welche Dimension hat die Gravitationskonstante h im 
CGS-System? 2) Welchen Wert hat k im CffS-System, wenn 
der Erdhalbmesser 3 = 6370 km und die Erddichte Z>=5,6 
ist? 3) Welcher Wert berechnet sieh für h in demselben 
System aus der UmlauJszeit T des Mondes , welche 27 Tage 
7 Stimden 43 Minuten beträgt, wenn der Radius der als kreis- 
förmig vorausgesetzten Mondbahn 60 Erdradien enthält? 
4) Mit welcher Zahl sind die zu 2) und 3) gefundenen Weite 
für & zu multiphziei'en, um die Gravitationskonstante in Kin- 
heiten des mm, my, sec-Systems zu erhalten? 

Lösung. 1) Zur Bestimmung der Dimension von k hat 
man die Dimensionsgleichung: 

[CQS-^ = [k €-'■> O^] 
woraus folgt: 

[kl = [(7G-'Ö'-'] 

2) Die Kraft, mit weichei' eine Gi'ammmasse von der 
Erde angezogen wird, beträgt g Dyn (g, Beschleunigung des 
freien Falls = 981. im Mittel), und dieselbe Kraft ist nach 
dem Gesetz von Newton, wenn J2 den Halbmesser der Erde 

kM 



in cm und M die Massf 
woraus folgt 



der Erde in Gramm bedeutet, 



oder 

fe = 643 ■ 10- '<> CÖÄ-Einheiten. 

3) Ist m die Mondmasse, )■ der Radius der MondbaJ 

V die konstaute Umlaufsgeschwindigkeit des Mondes ran i 

Erde, so gilt fiu' eine kreisfönnige Bahn die Beziehung: (A 

Ziehung s kraft ^ FHehkraft) 



I. Aufgaben über Mafzsysteme. 3 
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wobei T in Sekunden auszudi-ücken ist. 
Man erhält schließlich 

& = 654 . 10-10 C(?Ä-Einhoiten. 

Dieser Wert ist wegen der beschränkenden Annahmen 
weniger genau als der unter 2) gefundene. 

4) Aus der Dimension von k folgt, daß die Verwand- 
lungszahl 

ist. Die in 2) und 3) gefundenen Werte von k golti^i also 
unverändert auch für Einheiten des mm, wff, secSy^Wm», 



Aufgabe 2. Wieviel Sekundenerg hat 1 PS? 

Lösung. 1 PS = 75 Sekundenkilogrannnmeter, oder im 
absoluten System 1 PS = 75 X 9>81 Sekundenkilogrammnu^ter 
mit der Dimension [i^m^~^]. 

Aus dieser Dimensionsformel erhält man für lUui Über- 
gang zum C6r/S-System die Yorwandlungszahl 

Folghch ist 

1 PS = 736 X 10^ Sekundenerg. 

Man hat für die Größe 10' Sekundenerg als teclmisc^he 
Einheit die Bezeichnimg Watt gewälilt. 

1* 




4 I- Aufgaben über Mafzsy steine. 

Aufgabe 3, Welche Dimension hat das meehaniscbe 

Wärinpa(|uival6iit im imil-Systeni, und wieviel Joule hat eine 
Gi'ammkal o rie ? 

Lösung. Das mechanische Äquivalent der "Wärme ist 
diejenige Arbeit, dureh welche die Masseneinheit des Wassers 
bei 760 mm Sg-T>rack um 1" C evwännt wird. Seine Dimension 

ergibt sich also aus ' — - zu [P t'% 

Da eine Kilogrammkalorie =^ 4^4,5 Kilogrammmetei' ist, 
80 ist sie im absoluten System, also bezogen auf die Masse 
eines Kilogi'amm gleich 424,5 X 9.81 oder 4164 absolute Ein- 
heiten. 

Für den Übergang ziun Cff 5-Systeni hefert die Dimensions- 
foi'mel als Ycrwandlungazahl 



^10^ 



cm' sec 
Folglich ist 1 Grammkaloni" ^ 4.1()4 X 10' Erg = 4,164 Joi^ 



Aufgabe 4. Die EMK eiues galvanischen Elemettl 
ergibt mit dem absoluten Elekti'ometer in CGiS-Einheiten j 
messen den 300. Teil derjenigen Volt, die man bei 
elektromagnetischen Messung mit dem Voltmeter findet. 
soU Dimension und Grüße des Verhältnisses der elektrostatisch 
zur elekti'omagne tischen Potentialeinheit angegeben werdi 

Lösung. Die Dimension des elektrostatischen Poteuti 
ist die einer elektrostatischen Elektiizitätsmenge ;* dividi 
dui-ch eine Länge. Aus der Formel 

erhält man aber als Dimension für ft 

Demnach ist die Dimension des elektrostatischen Potentil 



I. Aufgaben über Mafzsysteme. 5 

Die Dimension des elektromagnetischen Potentials ergibt 
sich aus der Erwägung, daß die EMK dem Pnidukt der 
Intensität eines magnetischen Feldes mit einer Länge und 
einer Geschwindigkeit proportional ist. 

Die Intensität eines Magnetfeldes aber hat die Dimension 
eines magnetischen Potentials, dividiert durch t^ine Längi\ 
also die Dimension \l~^'* m^^* ^""*], und folglich ist die Dimension 
einer EMK gleich [P* w^*/« 1r*], 

Das Verhältnis der elektrostatischen Potentialeinhoit divi- 
diert durch die elektromagnetische Potentialeinhoit ist offen- 
bar gleich dem Verhältnis des elektromagnetisehi^n Potentials 
dividiert durch das elektrostatischi* Potential. 

Dieses Verhältnis besitzt demnach die Dimension 






also die Dimension einer Geschwindigkeit. 

Um die Größe dieser Gescliwindigkeit zu btM'iH'hnen, 
beachte man, daß 

1 Volt = 10® elektromagnetische 6'ÖAS-Kiiiheiteu und 
= ^Äu elektrostatische CÖÄ-Einheitt^n ist. 

Es ergibt sich demnach für das Verhältnis der t^t^ktro- 
statischen CÖÄ- Einheit des Potentials dividiert dureli die eU^ktro- 
magnetische CG^Ä-Einheit des Potentials der Wert« X 10»°('6'-» 
oder 300000 km j^er Sekunde (Geschwindigkeit des Lichtes). 



Aufgabe 5. Sahulka hat gezeigt,*) daß man (li(^ Zahl 
der Grundmaße auf zwei reduzieren kann. So kann man 
das Zeitmaß auf Länge und Masse zurückführen, wenn man 
unter der Zeiteinheit diejenige Zeit versteht, nach welcher 
eine Masseneinheit einer im konstanten Abstand 1 befindliclien 
Masse in der Richtung der Verbindungslinie einen Geschwindig- 
keitszuwachs von einer Längeneinheit in der Zeiteinlieit er- 
teilt. 1) "Welche Dimension hat diese Zeiteinheit? 2) Wii^viel 



*) ETZ 1890, Seite 469. 



g 1. Aufgaben über Mal'zsysteme. 

Sekunden des CGiS-8ystems entsprechen dieser neuen Zeit- 
emheit? 

Lösung. Nach der Definition muß 



[^-m 



sein. 

Folghch lautet die DimenHionsfonnel für das neue Za 
maß f 

(11 = 1?'.»-".]. 

Nach dem COSSyate.m ist die wirkende Kraft - 
im neuen Öysteru ' . Durch Gleicbsetzung heider Aig 
diTicke ergibt sich für r — 1 (C). m ^ 1 (G). k = 643 X 10^ 

oder 

t = 3943,6 Sekunden, 



Aufgabe 6. Wieviel 0!im hat eine elektrostatischeWii 
Standseinheit des CGiS- Systems? 

Lösung. Die elektrostatische Widerstandseinheit erhl 
man, wenn man die Einheit des elektrostatischen Potent^ 
durch die elekti'ostatische Stromeinheit dividiert. Letztere J 
die in der Sekunde durch den Querschnitt gehende elefcl 

statische Elektrizitätsmenge, also l I ^r 1^ 1 [C'G''* 

Da nun die elektrostatische Potentialeinheit l[C''Q'''S'^\i 
ergibt sich für die elektrostatische Widers tandseiri 

1 [C-'S]. 

Nun ist in elektromagnetischem Maße die Wideretai 

einheit gleich 1 [C"'»?], imd folghch ist die elektrostatii 



L80 ergiDt sicn lui 
1 [C-Sl- 
Nun ist in elc 
einheit gleich 1 [C~ 
*) Aus Aufgabe 1 
i 



e 



I. Aufgaben über Mafzsysteme. 

\V iderst andseinlieit 1 ^ j mal so groß als dio eloktit>magnotisoh 

Widerstandseinheit. Die Gesehwindigkeit -;, ist abor 3 X 10*^^*\ 

und deshalb ist die elektrostatische Widorshindsoinheit gloioh 
9 X 10*® elektromagnetische Widerstandseiiihoiten. \i^ eloktnv 
magnetische Widerstandseinheiten nennt man 1 Ohm. Oom- 
nach ist 

1 elektrostatische Widerstandseinlieit = 9 X 10** Ohm. 



Au^abe 7. Wenn man unter der Zahl dtM* magnt^tisihen 
Ki*aftlinien pro Flächeneinheit der dinvhsetzten Niveaxifhu'bo 
diejenige Zahl versteht, welche angibt, wieviel moehaniseho 
Krafteinheiten in dieser Niv(>aiiflä('h(^ auf die magut^tisebe 
Masseneinheit wirken, welche Dimension hat alstlann dio 
Kraftlinienzahl ? 

Lösung. Die Dimension der magm^tisehen Massenein- 
heit ist 

[/"^« m*/« t-'] 

Die Dimension der mechanischen KrafttMnhtMt ist 

Die Dimension der Kraftlinienznhl ist d(»n\nat'h dov Quotitutt 



[?S- ■] = l'-'-"-' ■! 



Diese Dimension erhält man auch, wt^nnmandie magm^tisehe 
Masseneinheit durch eine Flächeneinheit dividi(M-t. Sie ist 
demnach auch die Dimension einer nuign(>tiscluui Kt^ldstärke, 
und die in der Aufgabe definierte Kraftlinienzahl gibt dem- 
nach auch die Zahl der Einheit(^n «n, wt^lche dit* magnetische 
Feldstärke in der betreffenden Nivi^aufläche Ix^sitzt. 



*) Vgl. Aufgabe 5. 



3 I. Aufgaben über Maizsysteme. 

AxifgSihe 8. Ein Kondensator besitze eine Kapazität— 
von k elektrostatischen Einheiten des mm, mg, söc-Systems. 
Wie groß ist seine Kapazität in Mi (Mikrofarad)? 

Lösung. Die Dimension der elektrostatischen Kapazität 
ist [l]. Die Kapazität beträgt demnach k mm oder k • 10~' cm. 

Sie besitzt demnach im CG^Ä-System — elektromagnetische 

Einheiten, oder 



Au^abe 9. Welche Kraft in kg üben zwei Elektrizitäts- 
mengen von je 1 Cb (Coulomb) im Abstände von 1 km auT 
einander aus? 

Lösung. 1 Cb = 10""* absolute elektromagnetische Ein- 
heiten und demnach 3-10* elektrostatische Einheiten des 
CG^Ä'-Systems. Zwei Einheiten der letzteren Art wirken in 1 cm 
Abstand mit der Kraft 1 Dj^n auf einander. Zwei Mengen 
von je 1 Cb üben also in 1 km Abstand eine Kraft von 



Aufgabe 10. Welche Wärmemenge in Grammkalorien 
erhält man durch Entladung eines Kondensators von der 
Kapazität C Mi und dem Potential V elektrostatische Ein- 
heiten? 

Lösung. Die Kapazität in Farad ist C • 10~*, die Spannung 
in Volt ist 300 V, die Arbeit in Joule also V2 C • lO"' • (300 F)* 
= 45 CV^ • 10-^ Joule = 0,24 • 4bCV^ • 10^^ Grammkalorien oder 

108 C F^ • 10-* Grammkalorien. 



Aufgaben aus der PelentiattheinriB. 



Erklärung, 

TTeim sich ein materiellor Punkt P unter dem Einfluss(^ 
"«ineß im Abstände^ r befind liclien Ma^enelementes ni befindet, 
«0 wird das Newtonsche Potential T" des "Massenelements im 
IPnnkte P ans^fedrüclct dnrcli 

/■ 

Die zwischen dem Ihmkte P und dem Massenelement in 
irgend einei* Kichtung .<? wirkende Kraft Ä" läßt sich alsdann, 
wenn P die Masse fi besitzt, und wenn zwei Ma^^eneinheiten 
im Abstände 1 mit der Kraft /»• aufeinander wirken, auf doj)p(».lte 
Weise ausdrücken, nämlich durcli 

A.. ~ — V k -^- 

und durch 

?/? 

Xs = jM' Ä* .. COS (7", .9) 

r 

wobei unter (r, s) derjenige "VTinkel zu vei*stehen ist, welchen 
die Richtung s mit der iiositiven Richtung des Abst^ndes r 
bildet. Unter einer positiven Kraft versteht man dabei eine 
solche, welche im Sinne einer Yergi-ößerung des Abstandes r 
wirkt, und in diesem Sinne ist auch die positive Richtung von 
r zu verstehem 



10 11- Änfgaben ans der Potentialtiieorie. 

Für ein Syatem von « Masaenpunkten nn. die in den.^ 
ständen r, ani P wirken, gilt 



Ä'.- 



-i*k 



ds 



-M-5 



,*«co9(r. 



I Ist das Massensyatran kontinuierlich, uml bezeichnet i 
i Element diesPä Hystema raif dM. so wird 



a;- 



-[.k 



^/t 



dM 



.^t 






-(IM 



rem I 
Die Integration ist nher die gesamte Masse auszndelu 
Gehört der Pnnkt P der Oberfläche des Systems an, so 1 
rechnet man zunächst V unter der Annahme, daß P t 
halb des Systems in einem endlichen Abstand p von sein 
wahren Orte liegt, und läßt alsdann ji gegen Null konvergiere 
Auf diesen Fall läßt sich durch geeignete Zerlegung der Masse Sf 
die Anfgabe auch dann zurückfuhren, wenn P im Innern der 
Masse liegt. 

Für magnetische und elektrische Masseu ist bei den ge- 
bräuchlichen ahsoluteu Maßsystemen, insbesondere auch beim 
COSSystem, k^ l ; für Massen, welche dem allgemeinen Gravi- 
tationsgesetze folgen, istÄ<;0*) zusetzen, weil die Gravitation 
im Sinne einer Vermindemng des Abstands wirkt. 

Unter dem Mittelpunkt der Wirkung eines Systems 
versteht man denjenigen Punkt, in welchem die Gesamtmasse 
I Svstems vereinigt dieselbe Wirkung auf einen gegebenen 
Pnnkt ausübt, wie das System selbst. 



•) Der in Aufgabe 1 gefundene Wert für A- tat demnach r 
absolDter Betrag anzusehen. 



ir als j 



- .-AZGxmtta . Jü^-rfr -. y^Yr^MiOfilieui:!«»», H^ 



. rVjlKE? /"' -1 ^^ ,r:-o r> ffl lU rill 'l^tkl Ik L«*" 



= --11 



Cj 



1 



- .^.;^i^ ')' 






-'^rire i? 









: = — ;r«^«<| — J) 



utsEseutiici GKT iiaciif^tei tuitsam i^ejwcnrtfit: 



12 n. Aufgaben aus der Potentialtheorie. 

Durch Einsetzung der besondei'en Werte für b oder a i 
die gefundenen Fonueln ergibt sich 



lo) 


r=oo 


m 


y=oo 


9a) 


K=oo mit gleichem Vorzeidien wie k. 


m 


kJ^ 


3o) 


j, = 


3« 


!, = oo 



Aufgabe 12. Ein materieller Punkt P mit der Masse /» 
befinde sich im Abstände JPO^p (Fig. 1) von einer homo- 
genen Geraden AB, deren Längeneinheit die Masse m besitzt. 






äeneinheiten im Abstände 1 mit der Kraft Jg. 
ken und OA=^a, OB^b gesetzt wird, wie 



Wenn zwei Mi 

auf einander w 
groß ist: 

1) das Potential V der Geraden im Punkte P"? 

2) die auf den Punkt P parallel zur Geraden wirkende 
Kraft XI 

3) die auf den Punkt P senkrecht zur Geraden wirkende 
Kraft F? 

4) die gesamte auf den Punkt P ausgeübte Kraft R, wobei 
^OPA = a und ^OPB=ß sei'^ 

5) der Winkel y zwischen R und PO'i 

6) die von einer von aus eineraeits unendlichen Geraden 
auf P ausgeübte Kraft R und ihr Eiclitungsunterschieä 



¥" gegen PO'i 



Ä 
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7) die von einer beiderseits unendlichen Geraden aiif P 
ausgeübte Kraft B, und ihr Richtungsimterschied q> gegei^ 

Bei sämtlichen Fragen sind folgende Fälle zu unter- 

sclieiden : 

a) liegt außerhalb AB, 
ß) liegt innerhalb AB, 
Y) fällt mit A zusammen. 

8) Welche Werte ergeben sich aus 1) bis 3), wenn P in 
der Geraden ^e^'i 

Lösung. Im Abstand x von befinde sich das Massen- 
l^^xnent dx der Geraden AB, dann ist 

h 
^ C dx 



= "/v^ 



a 

Man erhält also 

1«) F = min ^ / ■ — 

, VV" + p^ + h 

lß\ r = min g , „ 

'^^ Vor + p^ — a 

ly) V = mln 

Aus 

folgt 

Zur Berechnung von 

d V 
addiere man in dem Ausdruck -^ behufs Veremfachung 
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-j und vereinige die mit ungleichen Vorzeichen be- 

hafteten Glieder. Man erhält 



3a) 



^^ P \\rb'-\-p^'^V'^^~+py 



pfb^+p' 
Die Resultante beider Kräfte ist 



Demnach ergibt sich 

4«) R=^Jf^.^it^) 

4y) ü; = -y-sm- 

Für die Richtung der resultierenden Gesamtkraft er- 
hält man 

ß + a 



5«) (p = 



6ß) (p = 



2 

ß — a 
2 

ß 



5/) ^ = 2 

Die Richtung von H fällt also unter allen Umständen in 
die Halbierungslinie des Winkels APB. 

Wird b = oo, so ist ß = —^ und man erhält für diesen Fall 

dt 

6«) Ä = __?ism(---), <?=4 + 2 



6/J) 



II. Aufgaben aus der Potentialtheorie. 
^ 2kmu , /n , a\ na 
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er) B = ^>^2-, ^ = 5 

p 4 



Jt 



Ist auch a = oc, so Avird auch « = — , woraus folgt 
7) 



Ä = — , 9 = 



7 = cx) 



Für p = ergibt sich: 

1«) F=mZM(— j wie bei Aufgabe 11. 

iß)\ 

2r) X =<x> 

3«) F = 



8) 



37)1 "^ 



OO 



Aufgabe 13. Im Abstände h senkrecht über dem Mittel- 
punkt eines ebenen regulären n-Ecks mit dem äußeren Halb- 
messer r, dessen Umfang die konstante Masse m pro Längen- 
einheit oder die Gesamtmasse M besitzt, befindet sich ein 
materieller Punkt P mit der Masse (a. 1) Wie groß ist das 
Potential V des Polygonumfangs im Punkte P? 2) Welche 
Kraft JB wirkt auf den Punkt P, wenn zwei Masseneinheiten 
im Abstände 1 die Kraft A; •aufeinander ausüben? 3) Welche 
Werte ergeben sich für ä = o? 

Lösung. Durch Anwendung der Aufgabe 12 auf jede 
Polygonseite erhält man 

VJr -{- T'^ -\-r sin 
1) F = nmln 



n 



Ylt^ -\-r^ — r sin 



n 



Iß II. Aufgaben aus der Potentialtheorie. 

kMfAh 



2) R = 



(ji^ + r« cos2 ^) fh' + 



r' 



3) F = 2 nmZw ctg ^^ — - — '— = Inctg- — - — 

r sm — 
n 

R = 



Aufgabe 14. Im Abstände h vom Mittelpunkte einer 
homogenen Kreislinie mit dem Radius r und der Masse M 
befindet sich senkrecht zu deren Ebene ein materieller Punkt 
P mit der Masse fi, 1) Wie groß ist das Potential V der 
KreisUnie im Punkte P? 2) Welche Kraft K wirkt auf P, 
wenn zwei Masseneinheiten im Abstände 1 mit der Kraft k 
aufeinander wirken ? 3) In welcher Entfernung x von P liegt 
der Mittelpunkt der Wirkung? 4) Welchen Wert besitzt das 
Potential V der Kreislinie in ihrem Mittelpunkte? 

Lösung. Ist rd(p ein Element der KreisHnie, m die 



27T 



Masse der Längeneinheit, so ist V = rm 1 -7r= 



d(p 





Hieraus folgt 

1) F= '' 



Aus 



Vh' + r'^ 



K = — K(l^-r 



erhält man 



2) K^ ^'"^^' 



(/,2 _|_ ,.2)'V 



Der Abstand des Mittelpunktes der Wirkung ergibt sich 
aus der Qleichuiur 
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k(AM _ JcfAMh 
~1^ "" (A2 + r^)'/. 



zu 



4 



3) .=ySM^ 

Für h = folgt aus 1) 

^^ M ^ 

4) T = — = 2 7rw2 

r 



Die Eesultate 1), 2) und 4) lassen sich auch aus der Auf- 
gabe 13) für % = oo ableiten. 



Aufgabe 15, Eine Masse M soll auf die drei Eckpunkte 
eines Dreiecks mit den Seiten s^, s^ und Sg so verteilt werden, 
daß ein in der Dreieckebene liegender und von den Ecken 
gleich weit entfernter materieller Punkt P im Gleichgewichte 
ist. 1) Welche Massen /w^, m^ und m^ müssen die Eckpunkte 
erhalten? 2) Wie ist die Massenverteilung beim gleichschenk- 
Kgen Dreieck? 3) Wie ist die Massenverteilung beim recht- 
winkligen Dreieck? 4) Wie ist die Massenverteilung beim 
stumpf winkKgen Dreieck? 5) Wie ist die Massenverteilung, 
wenn die drei Eckpunkte auf einer Geraden liegen? 

Lösung. Die der Seite si gegenüberliegende Ecke er- 
halte die Masse rm. Die Koordinaten dieser Ecke seien xi und 
yi. Die Koordinaten des Punktes P seien x und y, seine Ab- 
stände von den Ecken r^, r^ und r,, dann ergeben sich die 
Gleichungen 



a) 



/ut O ' A« «J A« 3 

r{^ ^*2^ ^3^ 

aus denen sich die rm eindeutig bestimmen. 
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II. Aiifg 



ins der Potentialtheorii 



Dabei ist 

I rg" = {X — x^}^ ^ (y — y^f 
Der Ersatz der Koordinaten der Eckpunkte durch 1 
Dreieckseiten erfolgt mittelst der Gleichungen 
1 s,^ = [Xi — arj)' + (y g — y^)'' 
c) Sa^ = («3 — *■,)" + 0/, — »/,)' 

I s,= = (^1 — x^y + {1/, — y^y 
wobei drei Koordinaten willtürlich durch "Walil des Anfai 
punktes bestimmt werden können. 
Ist im speziellen 



so geht das System a) über in 

IJ»! + Wg + «ig = M 
m, Xj + m2 Xs 4- "'3 -i^s = ^^ 
»«1 yi + »»s j/s + Ms Pi = My 
Aus dem System b) wird 

e) {x — Xif -\-{y — Vi? = ix — Xif -\- \y ~ y^f 

= {x — X3Y + {?/ — Vif ^ r^ 
zur Bestimmung von x und y, deren "Werte in d) eingesöj 
die Massenverteilung ergeben. Wiederum vermittelt c) | 
Übergang von den Koordinaten der Ecken zu den Sei 
längen. 

Die Bechnimg wird sehr einfach durch Verlegung des 
Koordinatenanfangs in den Punkt P, so daß also x^ 
wird. Alsdann geht nämlich d) über in 

Im^ -\- m^ -\- m^ ^ M 
nii X, -j-m^Xi -\- wij X3 ^= o 
'«1 y, + »iE i/2 + '»3 ya = « 
Aua e) wird 

g) «1^ + Vi^ = ^a^ + ?/a^ = ^a" + Vs^ = *■" 

Multipliziert man nun die beiden letzten Gleichungen des 

Systems fl der Heihe nach bezüglich mit x^, y^; x^, y^; x^,y^ 
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und addiert jedesmal, indem man berücksichtigt, daß aus dorn 
System c) die Beziehungen folgen 

2 {X2 x^ -f 2/2 2/3) = 2r^ — s{^ 
2 (0:3 ÄTi + 2/3 S^i) = 2 r^ — 58^ 
2 (a?i 0*2 + Vi y^) = 2 r« — 83« 
so erhält man 

^^2 ^3^ + ^3 ^2^ = ^3 ^1^ + ^1 ^3^ = ^ 1^2 '^ + ^2 ^1^ ^= ^ -3tf r^ 
Hieraus ergeben sich, wenn man mit F den Flächeninhalt 
des durch die drei Massenpunkte gebildeten Dreiecks be- 
zeichnet und die Beziehung 

__ Si $2 s^ 

4:F 

beachtet, für die Verteilung der Masse M auf die drei Eck- 
punkte die Ausdrücke 

M 
M 

i) \ ^2 = j^ß 172 ^2 (^3 "4" ^l '^2 ) 

M 

^3 ^= 26 P^ ^^ ^^^ ~r ^2 ^3 ) 

in denen man noch 

16 F' = (Si« + s,' + s,r - 2 (s,* + s,* + S3*) 

ZU setzen hat. 

Im gleichschenkligen Dreieck erhalten die Basisecken 
gleiche Massen, denn für 

Si = S2 = s 
wird 



Ms"" 



m^ = nio = 



^1 — nc2 — 4 2 _ . 2 
0\ 1 ^ * &3 



^3 - 4s^—s^ 



Im rechtwinkligen Dreieck erhält die rechtwinklige Ecke 
keine Masse, die Massen der beiden anderen Ecken sind gleich. 
Denn für 
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M 



wird 
3) 



TWi = W22 = — 



m^ = 



4) Im stumpfwinkligen Dreieck wird die Masse cJ*^ 
stumpfen Ecke negativ, d. h. ihre Wirkung auf den Punkt ^ 
muß in entgegengesetztem Sinne erfolgen, wie die Wirkung'^^ 
der beiden spitzen Ecken. 

5) Liegen die drei Punkte auf einer Geraden, so i^ ^ 
die Massenverteilung beliebig, weil das System a) sich für 

^1 = ^2 = ^3 = CX) 
auf die erste Gleichung 

nii -\- m2 -\- m^ = M 
reduziert. 



Aufgabe 16. Eine gegebene Masse M soll auf die dre^ 
homogenen Seiten s^, S2 und Sg eines Dreiecks so verteill 
werden, daß ein in der Ebene des Dreiecks hegender Massen 
punkt P sich im Gleichgewicht befindet, wenn seine Verbin 
dungslinien mit den drei Ecken des Dreiecks gleiche Winke 
miteinander einschließen. 1) Welche Massen Mi, M^ und— 
Ml erhalten die Dreieckseiten? 2) Welche Werte ergeben, 
sich, wenn ein Dreieckwinkel 120 ® beträgt? 3) Welche Wert^ 
erhält man, wenn der eine Dreieckwinkel größer als 120^ wird? 

Lösung. Als erste Bedingung hat man 

Bezeichnen m^, m^, m^ die Massen der Längeneinheit der 
drei Seiten, so ist 



m^ 


' 


Sl 


m^ 




«2 


m^ 


r=: 
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ind |>i, P2 und p^ die Abstände des Punktes P von den 

?kseiten, so folgt für die auf P durch die Seiten aus- 

?n Kräfte i?i, R^ und R^ aus Aufgabe 12, wenn man 
k eine Konstante versteht. 



B, 


— 


knii 


i?. 


— 




i?3 


— 


km^ 
Pi 



ie Richtungen dieser Kräfte scliHeßen mit einander 
1 von 120^ ein, sie fallen mit den Richtungen der 
idungshnien des Punktes P mit den Ecken des Drei- 
iisammen. Soll Gleichgew-icht bestehen, so muß demnach 

Ri = R2 = JS3 

voraus die beiden weiteren Bedingungen 

PlSi P2S2 PzS'i 

In Verbindung mit der ersten Bedingung erhält mim 
venu F den Flächeninhalt des Dreiecks bezeichnet, 

1) l M, = 'ßM 

1 diesen Gleichungen sind nur noch die p durch die &* 
Irücken. Bezeichnet man die Abstände des Punktes P 
en Ecken bezüghch mit 7\, r^ und rg, so bestehen die 

Hingen 






r,r. ,/-- 



S2P2 = "V 1^3 

iL 

HPz = ^ ^3 



» der PoUntiatdwone. 



r,rt -t-r,r, + r3r, 



4F 



K«rn«r wt 

»,' = r,' + r,' + r,r, 
».' = V + r,' + r,r, 
«,' = n' + '-i' + '-i'-! 

(', + '. + >•.)' = 4 (»i' + »i' + ».' + *P^i) 

Nqo it»t. »bfT wciWT 

*,'—«,* = (r, +r, +r,)(r,— r,) 



(>•>-'•,)' = 






2 (»l'"8l')' 

■i(s,'-!,')' 



«iP.- 



'a/sl 
1 I 



2 (8a^— Sj')* 






-8.')' 



"a»^»|' «,> + ,,' + s.' + 'i^v^3i 

Diette W«rt« nind in 1) einzuaetzeu und F ist in be- 
kttttalDr Woii*(i durch diu h auszudriiclten. 

2) Ist «in Wink«l dn» gegebenen Dreieclis gleich 120 ", 
HO fällt I' in diese Kcltc und die Maösenverteilung ist beliebig, 
nur muß wenigHtcos eine der beiden anliegenden Seiten eine 
endliche Müsse besitzen. 

3) Ist ein Winkel größer als 120 ", so muß seine Gegen- 
seit« eine negative Masse besitzen, d. h. ihre Wirkung auf 
den Punkt P muß, wenn Oleichgewicht bestehen soll, die 
entgegengesetzte Richtung erhalten. 



r 
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^nlgabe 17. Die Grundfläche eines geraden Ki'eis- 

kegels von der Höhe k besitzt den Halbmesser r und ist 

homogen mit Masse bedeckt, so daß der Flächeneinheit die 

Masse m zukommt. Die Spitze des Kegels besitze die Masse f». 

Die Gesamtmasse der Gnindfläche werde mit M bezeichnet, 

1) Welchen Wert hat das Potential V der Grundfläche in 

der Spitze? 2) Welche Krait K wird von der Grundfläche 

*uf die Spitze ausgeübt, wenn '2 Masseneinheiten in Abstand 1 

^^t der Kraft k a^ifeinandei' wirken? 3) AVie lautet das 

Potential einer Kreisflätihe in ihrem Mittelpunkt? 4) Mit 

Welcher Kraft wirkt eine Kreisfläche auf iliren Mittelpunkt? 

Lösung. Man zerlege die Grimdfläche in konzenttische 

^iHge vom Badius x und der Breite dx und wende auf iliese 

'^lejnentarnnge von der Masse 23tnixdx die Aufgabe 14 an. 

^a.ti erhält alsdann 






hieraus 










1) 


r 


=y<i^f 


' + .' - 


-h) 


Die Kraft 


ergibt 


sidi aus 
K=~ 1 






2) 

Für ;, = 1, 


K 

geht 


_ ■_> Milk 1 
1) über iu 




h 


' Vh 


• + ,■'. 


3) 


r 


_2Jf_. 


ijrmr 





Die Gleichung 2) geht in diesem Falle ühcr in 

4) K = 2niik 

Die Kraft, welche senkrecht zur Grundfläche auf einen 
: unendlich nahen Punkt wirkt, und die überwunden werden 
wenn man den Punkt aus der Ebene des Kreises ent- 
fernen will, ist also unabhängig vom Eadius. 
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Aufgabe 18, Wie Aufgabe 17, jedoch mit dem Unter- 
schied, daß die Masse der Flächeneinheit nicht konstant ist, 
sondern sich proportional dem Abstand x vom Mittelpunkte 
der Grundfläche nach dem Gesetz m^=:al^cx verändert. 1) 
Wie groß ist Jf? 2) Wie groß ist 7? 3) Wie groß ist Ki 
4) Welchen Wert besitzt 7 im Mittelpunkt? 5) Welchen Wert 
besitzt K für den Mittelpunkt der Grundfläche? 

Lösung. Durch Zerlegung in konzentrische homogene 
Hinge erhält man für die Gesamtmasse 

r 

M = 2^/ (a+cx) xdx 



und demnach 

^•> 

1) Jf=~-'(3a+2cr) 

Das Potential in dcT Sj)itze erhält man aus 

J VV + x^ 



Die Integration ergibt 

y) 

Aus 

TT 1.^^ 

gelangt man zu dem Werte 

B) 

K=2nuk\a\l— ^— --=_- + chbi — ■ = — ^ J 

Für h = wird 

4) 7 = 7rr(2a + cr) 
und 

5) K=2jtfika 
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wobei das zweite Klammerglied in 3) zwar zunächst unbe- 
stimmte Form annimmt, aber mit h gegen Null konvergiert. 

Wiederum ist die Kraft unabhängig vom Kadius und nur 
abhängig von der Masse der dem Punkte unendlich nahen 
Flächeneinheit. 



Aufgabe 19. Die Grundfläche eines homogenen geraden 
Kreiscyhnders von der Höhe Ä, dessen Volumeneinheit die 
Masse m besitzt, habe den Eadius r. 1) Wie groß ist das 
Potential V des Cylindei*s im Mittelpunkt einer Grundfläche? 
2) Welche Kraft K wirkt auf diesen Punkt, wenn er die 
Masse n besitzt, und zwei Masseneinheiten im Abstände 1 mit 
der Kraft k aufeinander wirken'? 3) Welchen Abstand a von 
diesem Punkte hat der Mittelpunkt der Wirkung? 4) Unter 
welcher Bedingung Hegt der Mittelpunkt der Wirkung im Innern 
des Cy linders? 5) Welchen Wert besitzt das Potential im 
Mittelpunkt der Cylinderachse? 

Lösung. Man wähle zunächst den Massenpunkt |u außer- 
halb des CyUnders in seiner Achse in den Abständen JP und 
p von den GiTindflächen. Indem man nun den Cylinder durch 
Parallelschnitte zur Gi-undfläche in Scheiben vom Radius 
r und der Dicke dx^ also der Masse mr^ütdx z(^rlegt und auf 
jede Elementarfläche die Aufgabe 17 anwendet, gelangt man 
zu dem Ausdruck 

V = 2JtmS (V^r^ + x^ — x) dx 

p 

woraus zunächst 

V=nm (pV r' + P^"- p Vr'+p' — F' + f 

folgt. Setzt man nun 

P = h 

so erhält man 



n. 



s irr Pocgaliahlieorift. 



KM (aVH^ 



A+r^^+? ' 



1) r = jrM ^A V r* -r *' — A' + r^ /n 

Für JC ei^bt ach zunächst 

ir ^ 

£= 2;rm^i<P — p — V r* + i" + V r* +p») 
Die Einsetzung der speziellen Werte für P und p liefea 

2) X = 2;T»i^t (r -f- A — vV + Ä») 
Aus 



folgt 



3r = 



■'jrA 



1 




Dieser Ausdrack ist kleiner als h unter der Bei 

4) p< 1,1099226 

Die drei andei'en Wurzeln der biiiiiadratischen G-leiclnmg' 

«ntepiechen negativen Vorzeichen im Ausdruck 3). 

Hallnert man den Cylinder durch einen Parallelschnitt zur 
Örundlläche imd wendet auf den Mittelpunkt der Trennungs- 
fläche die Formel I) sinngemäß an, so erhält man als Summe 
der Potentiale beider Hälften im Mittelpunkt der Cylinderachse 
-das Potential 



5) 
V = "l' [h / 4'/-" + h^ -h^ + A r* In 



h + Ylr^ + h\ 



Aufgabe 20. Kine homogene Halbkugel vom Kadius r 
besitzt jiro Voluraeaeinheit die Masse m. Auf ihi-er konvexen 
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S^te liegt außerhalb in ibrei' Sriimietrieacihse im Abstand r 
vom Kugehnittelpiiiikt ein materieller Punkt P mit der 
^Masse j». 1) Wie groß ist das Potential T der Halbkugel im 
^Punkte P? 2) Welche Kraft K wirkt auf P, wenn zwei 
^Massen^nheiten im Abstände 1 mit der Kraft k auf einander 
^Äirken? 3) Welche Werte erhalten T und JT, wenn der 
Punkt P auf der Oberflache der Halbkugel senkrecht über 
dem Mittelpunkt ihrer Grundflache hegt? 4) In welchem Ab- 
stände a von P liegt alsdann dei* Mittel]>unkt der Wirkung? 
5) TTelche Werte erhalten T und K. wenn P mit dem Kugel- 
nuttelpunkt zusammenfallt? 6) In welchem Abstände a von 
P liegt in diesem Falle der Mittelpunkt der Anziehung? 
7) Wie berechnet sich hieraus das Potential einer VoUkugel 
auf ihren Mittelpunkt? 8) Welche Werte erhalten T und K 
^^ die Vollkugel in Bezug auf einen Punkt der Oberfläche? 

Lösung. Man zerlege die Halbkugel durch Parallel- 
^cluiitbe zur Grundfläche in Kugelzonen von der Dicke dx 
^^d dem Abstand x von P, und wende auf diese die Aufgabe 
17 an. Man erhalt 

V=2mnJ(] r*+c* + 2cx — x)dx 



c — r 



Bei der Auswertung dieses Integrals ist zu beachten, daß 
^s für r =- o verschTi-inden muß, und es ergibt sich 

1) F = 2m:r[l }(c* + r^)' « -(c- r)' j - J(2 o -- r)] 



Ans 



K — — (AK 



de 
folgt 

2) 
K= 2nmiik^ ^ — ^ j (^ ^^ — r^V c^ + r^ — (c - r^i^c + r{\ 

Für 

c = r 
wird 



28 ^- Aufgaben aus der Potentialtneorie. 

i V = jrwr^(|l^2 — l) 

3) 

) K=2nm(Akr(l—^V2) 

Für den Mittelpunkt der Wirkung gut, wenn man die^ 
Masse der Halbkugel mit M bezeichnet, 

^ M(aJc 
A = ö- 
cr 

und da 

ist, so folgt 

^. 
4) a = 



1^3-72 

Für den Kugelmittelpunkt darf man nicht ohne weiterem 
(; = setzen, weil der Durchgang des Punktes P durch die 
Oberfläche iiu allgemeinem mit einer sprungweisen Änderung 
des Potential wertes verbunden ist. Man verlege daher zu- 
nächst den Punkt P auf dicj andere Seite der Halbkugel ii 
ilire Symmetrieachse, indem man das Vorzeichen von c wechselt 

Indem man beachtet, daß auch Vc^ -f r^ mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zu versehen ist, erlullt man 

r = 2 nm\ J (2 c + r) - J^ } - (c' + r') •/« + (c + r) ^ j | 

und 



+ {c + ry{2C'-r){ 



lude^u iuttu nun 
ht:tz.t, lugibt öieli 

! 

u lu'.bUuuut nieli aus 



c — 



V = nmr' 
K = jcnifikr 



n. ÄidgaiheKi uts der Pcftesntialtbeone. ^ 

XL = 

ZU 






6) a = r]| 

Für die Volltagel eigibt sicii das Potential im Mittel- 
punkt durch Verdoppelimg des Werte« 5) zu 

7) r= ^ = 23rwr**) 

wobei jedoch diesmal Jf die Masse der Vollkugel ist« 

Für emen Punkt der Kugeloberflache hat man zunächst 
^^ Werte 5) für e = r zu bilden. Man erhalt in bezug auf 
^6 nicht angrenzende Halbkugel 

Indem man hierzu die Werte 3) addiert, erhält man für 
^e Vollkugel in bezug auf einen Punkt der Oberfläche, wenji 
^^lian wieder unter M die Masse der Vollkugel versteht, 

I K^= — nmu>kr=^ — =- 
■ 3 r^ 

Die Wirkung ist also die gleiche, als wenn die ganzo 
Kugelmasse in ihrem Mittelpunkte vereinigt wäre. Dasselbe 
gut bekanntlich auch für jeden aufierhalb der Kugel liegenden 
Punkt. 



*) Man vergleiche hiermit das Potential der Kreislinie (Autg. li. 
Formel 4) und das der Kreisfläche (Aufg. 17, Formel 3) im Mittoi- 
punkt. 
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Aufgaben über das Ohmsche Gesetz. 



Erklärung. 



wjli Ohm ist 



1 die konstant^i N|ianniing üwißchen den beiden End- 
punkten eines LoiU^rH in Volt, i die konstant« Stromstärke in 
dieti^u Leiter tu Aiii|H!rc und w den konstanten Leitungs- 
widtjistand in Oluii bcxdrhnf't.. 

Ist e eine EMK, wi iJtt der innere "Widei-stand deren 
IjueUti in w inbegriffen. 

üei' gesamte Effekt int ei oder t^w VA. 

Bei Leitern von k(mHtant«m (iui^rstihnitt ist der "Wider- 

utoud zwischen den beidt-n Kndflilclien — Ohm, nnter l die 

1 
Länge in m, unter q den tiiiei'Hülmitt des Leitere in mm^ 
lind unter G einen dem Material N|msiifiwilien Faktor (spezifischer 
Luitungöwidei-iitaud) vei-atanden, der angibt, wie groß der 
Widi?rBtaiid fiues solchen Li'iti.TM von 1 m Länge und 1 mm" 
l^ucimilmitt bei gleicher Tom])nratnr in Ohm ist. 

Uw nicht konstantem (iuerschnitt kann w nur bei linearen^l 
d. U. lnä aolchen Leitern aus | 

wertK'u, deren Lünge groß im Vergleich zu ihrem Querschnitt 

ibt, W't'il tmdmufidlfi der abweichende Verlauf der Stromliniei 




\, bezw. aus. 



oder 'lie- Tc#?r:!3n*s^*^^^-*r- 



ll 



■:nr 



:a 






~f^ r - 



Oflf^ 



'***1EL .^tr- 



>» 






iV._ ^ 



V - 



v... 



- ■ -^ ■ '^x 



iur-ü u*- 






■•i**r 






-J*- 






il 






■ V^■^. 



111. Aiifgjiben Aber das Ohmsdie Gesetz. 




risctiBH 1 

^n sich I 

lezeich- 1 
E, AC 



6) Die geometriscliBn 

Beziehungen efgeben 
aus Fig. 2. Daim bezeich- 
net AB die EMK E, 
deren inneren Widm-stand tc. 
CG den äußeren Widerstand 
W. Die Stromstärke i ist dif 
tngono metrische Tangente 

AB 

des "Winküls AOB oder das Verhältnis -r-^. Die Klemraen- 
AG 

Spannung e ist dargestellt durch CF, und der Wirkungsgrad tj 

CF CG 

ist das Verhältnis ~r^ oder -—::;. Eine Senkrechte DF auf BO 
AB AO 

liefert als Nutzleistung N die Strecke DC, und die Gesamt- 
leistung ist dargestellt durch die Strecke AH, welche die 
Gerade BHLB& abschneidet. 



Aufgabe 22. Eine Stromquelle besitze die konstante EMK 
iJVolt und den inneren Wideretand w Ohm. 1) Für welche 
Stromstärke i in Amp. erreicht die Nutzleistung N ihren 
Höchstwert'? 2) Wie groß ist dieser Höchstwert in FJ.? 
3) Wie groß ist in diesem Falle der äußere Widerstand W 
im Verhältnis zum innei'en Widerstand? 4) Wie groß ist da- 
bei der Wirkungsgiud? 5) Welche Beziehung besteht alsdann 
zwischen der EMK und der Klemmenspannung c? 6) Wie 
stellen sich diese Beziehungen geometrisch dar? 

Lösung. Aus N=ei^Ei — i^ii' folgt für N(„a.r) die 



Alsdann wird 



J 



IIL Aufgaben ttber das Ohmsche Gesetz. 
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Aus 



E 



fnlof 




' TF+w 


X.\J1.^\) 

3) 




W=tv 


Der Wirkungsgi 


•ad 


W 

' W-\-v) 


wird 






4) 




«?_0,5 


und da auch 




e 


ist, so folgt 






5) 




E=2e. 



6) Geometrisch stellen sich die Ver- 
hältnisse in Fig. 3 dar, die aus Fig. 2 
entsteht, wenn AC = CO, d.h. w; = TT ist. 



Dann ist -r^=^ = i7 = 0,5. 



Die Nutz- 



Fig. 8. 




leistung ^= DC wird kleiner, sobald bei 

gegebenem AB und AC die Strecke CO ^ ^9 ;j^ 

oder der Winkel J5ÖA anders gewählt wird. 



Aufjgabe 23. Einer Stromquelle von der konstanten 
EMK E Volt und dem inneren Widerstände w Ohm soll ein 
Strom von solcher Stärke i Amp. entnommen werden, daß 
der Wirkungsgrad einen gegebenen Wert t^ erreicht. 1) Wie 
groß ist i? 2) Wie groß ist die Klemmenspannung e in Volt? 
3) Wie groß ist der äußere Widerstand W in Ohm? 4) Wie 
groß ist die Nutzleistung ^? 



Lösung. 



1) i = {x-n)- 

W 

2) e = Efi 



8 



.^,L ;ii A>ifs<r*K#^n über da« Ohmsche Gesetz. 

IV 

.\. . ., , ;^^^^».^•^. für 11=: nnd j^ = 1, es erreiclit sein 

M /i. X i rn n m -— f ü r 17 = 0,o . 
4w; 



^ni'KM'l» *4 Von f;iner Stromquelle mit der konstanten 
//->//, /. V'.i». •♦<»'! d»'M» irm^^ren Widerstände t^; Ohm i^-ird eine 
.. ,. I. .. . nmUIi.wI.miij^^ A^ verlangt. 1) Wie groß ist die 

'u,u-. i III Aih)! '^ *J) Wie groß ist die Klemmenspannung e 

... V .1, ' .>) vVm. t-Moll int der äußere Widerstand TT in Ohm? 
I, ^^ . ,:. .Ij i.ii. ili.i WirkiingHgrad ^? 5) Welche Beziehungen 
1. I I, ,. /.,. 1.:. lii.M (li^ii liOHungen? 6) Wie läßt sich die Auf- 

.», I iti»l>i.iv lotoou'v 7) Unter welcher Bedingung sind 

II' I '. . M.,;, .14 iht-tl V M) Wnlcliü algebraische und geometrische 
t. I i...,.,.n lii.ol.iliPti Idr (1(^11 Grenzfall? 

i ■. .11.^^ Iiiu iMi^rliou Hich 2 Lösungen, nämlich: 



1 > 








P 




1 


>' 




• . 


r 




■V 


l" 





..=|(i+yi_i|^) 



1 + 1 i-i-'^' 

. . 11 , H J = fP — ; 

i-li — ^- 



' ■ ' ^^-Aii "i^^ ^^^^"^ drr Wirkungsgrad kleiner, 
^.y'iiKi 4»\ a\,n. Man wird daher in der Praxis 
XV. .vv.i. ';>,synn4i' CVhrauch machen, hei welcher 



Sf 



Stande OH^ 1 






-H ,iUl^''":a V.tl«^^- 



iv=2:>-.naii^u. 



5t 






TT TT. 






6) XansmüirrT Ibtr tuht di* ^irUrai»-. mu-'u. inar. .-.J = ♦. 



(T'ig-4L -Af'JL-4L£= ff imc r#.'=j\ ina-.ir.. iiT»v: 



T^ 



iki> 



•- ir- ^ 




CF^ = €,, CFj'= «s- Off- = i--. ö'!^. = ir._ T^ i ??;;. A~ V, 



tgj( BG,Ä = it. 



er. 



^- 



g = T^.. OJ-.^fK ---.,< R 



7) 

8> 



£* — 4ir-V 
4ir 



;•- 



»i = '» = ö 



-1 -1 



E 



IFj = TT, = IT 

f 1 = Vj = 0,5 



^' 



III. Aufgaben über daa Ohmscbe Gesetz. 




Die geometrischen Beedehimg'" 
für den Grenzfall zeigt Fig. 5, i^^jn 
welcher AC = CG, AB = 2 CF, C^ 
Tangente des um BD als Durch- 
mossei' beschriebenen Kreiaea ist. 



A — T> c a m 

Aufgabe 25. Welche maximale Stromstärke i in Amp. 
kann man durch Hintereinanderschaltung von Elementen, 
deren jedes die EMKeYolt und den inneren "Widerstand w Ohm 
besitzt, bei dem äußeren Widerstände WOhm erreichen? 

Lösung. Bezeichnet n die Zahl der hintereinander ge- 
schalteten Elemente, so folgt aus 

ne = iiW-\-nw) 
für 



als Maximum 



i 



Die Stromstärke bleibt also trotz der unendheh großen 
Zald der Elemente endlich und ^vird vom äußeren Widei'stande 
unabhängig. 

Aufgabe 2Ö. Welche maximale Stromstärke i in Amp. 
kann man durch Parallelschaltung von Elementen der in Auf- 
gabe 25 bezeichneten Art bei dem äußeren Widerstände 
"WOhm erreichen? 

Lösung. Bezeichnet « die Zahl der parallel geschalteten 
Elemente, so folgt aus 



e = j(H'-|-- 



fOr 

als Maximum 



J 
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Die Stromstärke bleibt also trotz der unendlichen Zahl 
^on Elementen endlich und wird unabhängig vom inneren 
Widerstände. 



Aufgrabe 27. Mit n Elementen der in Aufgabe 25 be- 
zeichneten Art soll bei einem äußeren Widerstände TFOhm 
eine möglichst hohe Stromstärke i in Amp. erzielt werden. 
1) Wie muß die Anzahl r der hintereinander geschalteten 
Gruppen gewählt werden? 2) Wieviel Elemente enthält jede 
Grruppe? 3) Wie groß ist alsdann i? 4) Welchem Grenz- 
wert nähert sich i mit wachsendem w? 

Lösung. Aus 

folgt als Bedingung für maximales i 

W= 

n 

d. h. der innere Widerstand der Stromquelle muß gleich dem 
äußeren Widerstände sein. Demnach ergibt sich 



wv^ 



1) v=f^^ 



w 



nw 



2) y ,, 



e t/ n 



4) i = oo 

Die Stromstärke kann mit wachsendem n jeden beliebigen, 
noch so großen Wert erhalten. 



Aufgabe 28. Es sollen die einzelnen Stufen eines Wider- 
standes so berechnet werden, daß es mit seiner Hilfe möglicli 
ist, eine Spannung von J? Volt in v Stufen von je € Volt {E = vs) 
bei allen zwischen «7 Amp. und i Amp. liegenden Stromstärken 
zu drücken. 



Lursanor. I)er Wiiieranmii -^rhälr v — » Senf en, wob^^^*ei 

J 



» 



V 



^r — l 
ist. 

Die Beansr'mehiuig »ier r er^teiL SrnfeiL erfolgt mit de * ^i3 r 
Stromstärke -/Amp. Ffir j^Hie f-jl^^nde Stnfe berechnet sicKIl 't 
die Stromstärke -/^ ans der nächst vorhergehenden S 
stärke .7^ _ : mittelst «ier Keknxsirjnsf ormel 

r 
Die r ersten Stufen sin<i gleich, und zwar besitzt jedt 

den Widerstand ^Ohm. 

Der Widerstand irt jeder folgenden Stufe berechnet sie 
aus 

oder aus dem Widerstände irt i der nächst vorhergehenden. 
»Stufe mittelst der Formel 

V 

Wi, = tOk^i 

V 1 

Fi'ir alle Ju und für alle wx genügt eine eiozige Ein- 
fltollung d(*.H liechenschiebers. 

Diu* Of^samt widerstand beträgt 

) -zi. oder — Ohm. 

V — 1/ J t 

IInri(l«^Ii c^H sich um einen Kegulierwiderstand zur Auf- 
rrclitcMlmltnng konstantor Spannung am Endpunkt einer Fem- 
l(Mlnn^ Ihm vnrinblnr lielastung, so sind die v ersten Stufen, 

(IcMTti \Vi(l(MHlniul /iUHainnum 'Ohm beträgt, durch die Fem- 

Irilnn^ h(«II)hI rcprilNtMitifMt. 






der T-zz- : — r -ii 



«Jacz jT--. _-^ ■■__ - 



II. 







* \ <> 






■^-\ ■ 









Jv «^w • ■ 



■ly ' L ' '-■■- 



I Vi Vi - ^>^ 

• .J.vih vou ;^lr: :-T- iS^:-::'-:- '^^^ ^Jk' 
. MIHI «la.s ;4*-.LL.r::':>.:.'r Mirr'^J 

. ,/' 

^ - ty^ 

. -•. ■. t liplrüut. 0.0174 Uiiiri. Ein aus 5 "^ ^, 
. KuplV.rhiiil von 10<J m Länge besit>^ 
«MitPii Wi'l^'i-stand von 0,327 Ohm. 
\ ..n^',r,\\ iiilic^l tp 'k-r Einzeklrähte gegeti 



I 1 ■ • 



\.. il« iii ^^<'iii«'Ks<;nfn Seihviderstand ei'g'" 
,»,,, i.n limtt U,\V> nim'^. Dor theoretische Qti^ 



I..I 'Uli I •»» u iniv, KupItM' von 1 mm- Quersehni 

■ , / r . UM i» I .' iluHjv'.w idtM'siaud von 0,01635 Ohi 

1. _,!„ I \iiii I l.in l.iu»»M\ das aus 12 Adern von 

i.iiiii li«'i'H*«l. dir iivtt iMiirr NtUiTunir von 25^ zi 
.111 ♦ *•'' ' ' """ ^ ^ 

* .wiilr'J w-tiiu wmvlr riii WidiM'stand von 0,: 

^'" ,, ,, V\ II i'.Mih WH ilu' s|n'/ifisi'ho Loitfiiliigkt 

'''""|v,.'l.''ll."l''"" '" "'" ''"' """'" '^"l''*"'""- 



1 
..^i 



J"-^ -.- 



■ " ' <• 






.. il 






En ir .-■-' ^.'—-.i- -ll 






T - 



^r:r:iijis^ii^K- iii in. 



42 m* Aufgaben über das Ohmsche Gesetz. 

l die Leitungslänge einer Teilstrecke in w, i deren Stroia- 

stärke in Amp. und c der spezifische Leitungswiderstand des 

Materials ist. 

Bei kontinuierlich verteilter Stromentnahme ist in beid.©!^ 

2c Jlß 
Fällen das Materialvolumen cm^, worin J der StroH^ 

e 

am Anfang der Strecke in Amp. ist. 



Aufgabe 36. Die Stromentnahme sei über eine lineei»^^^ 
Leitung von der einfachen Länge L m und dem Querschnitt'^ 
q mm^ gleichmäßig verteilt, so daß im Anfangspunkt der Leituxxg 
die Stromstärke J Amp. herrsche. 1) Wie groß ist 4^^ 
Spannungs Verlust e auf dieser Stelle in Volt? 2) Welch ^xi 
Wert erhält e bei konstantem Querschnitt? 

Lösung. Zunächst ist 

L 

dl 



Cidi 



o 



Die Stromstärke in der Entfernung l ist aber 

J (L-l) 

'-■= L 
folghch 



L 

xj' [ L — l „ 

dl 





Bei konstantem q ist 

2) e = '^^ 

q 2 

also gerade so groß, als ob die gesamte Stromentnahme in 
der Mitte der Strecke erfolgte. 

Bei 2 Kupferleitungen ist x = 



2 



55 



HL Aufgaben i&ber dms Ohmsicbe Ireis^ax. 



4^ 



Aufgabe 37. Die Onrrsühnine der m Teilstnvien oinor 

^Verzweigten linearen L#einmg soUen s^o Wreohnet wonie». 

^^ der SpannungsverlTisT am Ende der Leitung r X(sh K^ 

^^ägt und das Kupfervolumen F ein Minimum ist, 1> Wie 

I gn)ß sind die n Querschnitte q^. ^j, . . . g« in nun*, wenn /^, /♦..., 

4 die Leitungslängen der Teilstrecken in m, j\, u, . , , j, die in 

ihnen herrschenden Strc»mstärken in Amj>. sind und c der 

spezifische Leitungs widerstand des Kupfers ist, 21 Wie i^n^ß 

ist r in cm'? 

■ 
Lösung. F=3(/g| soll ein Minimum woixion unter der 



Bedmgoiig 



1 Va' 



Man bilde n Gleichungen 



d V , ?e 
?q^ ?q^ 



ar , de 

cqn dqn 

und bestimme aus diesem und der Bedingungsgloiohuuii^ für 
« die w Querschnitte q^, g^, . . . q„ unter Klimiuation dos Pn)- 
portionaUtätsfaktors f». Man erhält; 



«1 = - j (i\ri ) . Vi, 



1) 









34 III. Aufgaben ilber das Ohrosche Gesetz. 

3) W = -^ 
1 — ^ 

N verschwindet für ^=o imd i; ^ 1, es erreicht ( 

E^ 

Maximum - — -für n;=Ü,5. 

iw 

Aufgabe 24. Von einer Stromquelle mit der konstanten 
EMK E Volt und dem innereu Widerstände w Ohm A^'ird eine 
gegebene Nutaleistung N verlangt. 1) Wie groß ist die 
Stromstärke jin Amp? 2) Wie groß ist die Klemmenspammng e 
in Volt? 3) Wie groß ist der äußere Widerstand W in Ohm? 
4) Wie gi'oß ist der Wirkungsgrad ^? 5) AVelche Beziehungen 
bestehen zwischen den Lösungen? 6) Wie läßt sich die Auf- 
gabe konstruktiv lösen? 7) Unter welcher Bedingung sind 
die Lösungen reell? 8) Welche algebi'aische und geometrische 
Beziehungen bestehen für den Grenzfall? 

Lösung. Es ergeben sich 2 Lösungen, nämhch: 



Bei der ersten Lösung ist also der Wirkungsgrad kleiner, 
bei der zweiten größer als 0,5. Man wird daher in der traxis 
lieber von der zweiten Lösung Gebrauch machen, bei weichet 






III. Aufgaben über das Ohmsche Gesetz. 
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inan mit kleinerer Stromstärke und größerem äußeren Wider- 
stiande die Nutzleistung N erzielt. 

Zwischen beiden Lösungen bestehen die Beziehungen: 

E 



5) 



w 

€1+62 = E 



6) Konstruktiv löst man die Aufgabe, indem man AB = E 
(Tig. 4), ACLäB = w und DC = N msicht, über BD als 



Fig. 4. 




Durchmesser einen Kreis beschreibt, der die Senkrechte auf 
AC in C in den Punkten F^ und F2 schneidet. Dann ist 
CF, = ^1, CF,*= ea, CO, = W,, CO^ = W,, tg 2c BG, A = i,, 

jjg = %y CFi + CF2 = AB, 



tg^ BQ2A = i2, 



AB 



= nv 



CG,'C02=AC^, 

8) 



E^ — 4:W N^ 0. 



N = 



E^ 
4 w 



h = h = 



(Maximum) 
E 



2w 
E 



e, ßg — — 

Vi = Vi= 0,5 



•6" 



46 UI. Aufgaben über das Ohmsche Gesetz. 

man die ganze Stromentnahme verlegt denken, um denselben 
Spannungs Verlust zu erhalten"? 

ra + 1 
Lösung. In denjenigen Punkt, der voni Anfang — - — - 

der ganzen Strecke entfernt ist. Mit wachsendem n nähert 
sich der Bruch dem Grenzwert '/j. 



Aufgabe 41. Eine Strecke von der Leitungslänge l^ in 
m and mit der Stromstarke ;„ Amp. teile sich am Ende in n 
Zweige von den Leitungslängen /,, l^ . . . l^ in m imd den 
Stromstärken »',, i^ . . . i„ in Amj). Die {n + 1) Quersclinitte 
üo' 2i ■ ■ • S» sollen in mm^ so angegeben wei'den, daß am 
Ende jedes der n Zweige vom Anfang der ungeteilten Strecke 
aus gerechnet der Spannungsabfall e Volt lieri'scht und der 
Aufwand an Leitungsmaterial ein Minimum wird, wenn c der 
spezifische Leitungswidei'stand des Materials ist. 

Lösung. F ^ 2 (lg) soll ein Minimum werden unter den 
n Bedingiuigeu 

c (bk _|_ hk) ^ 



c\ — 



i bilde n Gleichungen 




indem man die </,, Q-i • ■ ■ Qa als Funktionen vtm q^ betrachteg 
und ehminiere aus diesen und aus 

dq„ 

die n Differentialquotienten -^, -r^ . 
nqo aqt, 






4. ^= 7 ^ ■*. \^^ ^ -^1 ::s *^ 1 • • ' , 



In OST Ptes» nerf*aimt^ niai: iii<».i:wi> Arm >^]*«2nt>Ht|^v<^r- 



und fio^dfo: &kidszm 



Yj = r — 









Angabe 42. Eün Dralit \^m dor l^^uf^hi^k^vi^ I \\>^^><>^ 
mit der Stromdichte d (Amp, pix> mm*) l>t^an5^pn\olU> \) \\ i>^ 
groß ist der Spannungsverlust e in Volt «\^f S/ Mt^ltM^ lrtM\^i^V 
2) Wenn beim Kupfer 7 = 0,0175 Ist, uut wolohr^v Auf«u\^iii 
Spannung muß man arbeiten, ohno \m rf - S \u\d / — I \\\\\ 
einen Spannungsverlust von 10^/q y.n ül><M*Nrln*t>llonV 

Lösung. 

1) e= 2dyL 
Für Kupfer wird 

e = 0,07 / Volt 

also für Z = l km, e = 70 Volt. Dinn cri^ilM nint« AnfMiiyrt- 
spannung von 

2) 700 Volt, 



48 m* Aufgaben über das Ohmsche Gesetz. 

Angabe 43. Wie groß muß die Spannung e in c 
Centrale gewählt werden, wenn bei der TJbei-tragung auf c 
Entfernung l Meter im Zweileitersystem mit der Stromdichte 

I — Jg^l der Spannungs Verlust p ^/^ beti-agen soll und y c 

Leitfähigkeit ist? 

Lösung. 

_ 200dYl 
^~ P 

Für Kupfer (y = 0,0175) und 

d = 2 
ist 

= - 

Für Z = 10 km und p=10 ®/o wird 

ez=7000 Volt 
10000 Volt würde man mit 10 ®/o Verlust unter sonst gleicht 
Umständen auf die Entfernung —^^ km übertiagen können. 



Kapitel IV. 

Aufgaben über Stromverzweigungen. 
Erklärung. 

Für jede Strom Verzweigung gelten naeli Kirchhoff die 
ze: 

1. In jedem Verzweigungspunkte ist diealgebraischeSiiDime 
der Stromstärken allei" Zweige gleich Null, 

2. In jedem einfachen geschlossenen Stromkreise ist die 
algebraische Siumne der Produkte der Stromstärke mal dem 
Widerstände, gebildet für alle Teile des Stromkreises, gleich 
der algebraischen Summe aller in diesem Stromki'eise befind- 
lichen elektromotorischen Kräfte. 

In Zeichen: 

1) .£(^ i) ^ für jeden Verzweigungspunkt. 

2) 2(+iw) = S(+E) für jeden geschlossenen Strom- 
kreis. 

Besitzt eine Strom Verzweigung s Zweige und p Verzwei- 
gungspunkte, so ergeben sich p Gleichungen der Form 1), und 
diese gestatten in Verbindung mit (s — p) Gleichungen der 
Foiin 2) die s Stromstärken als Funktionen der elektro- 
motorischen Kräfte und der s "Widerstände esplicite darzu- 
stellen. 

Der gemeinsame Nenner g der ,f Ausdrücke für die s 
Stromstärken besteht aus einer Summe von Kombinationen 
(s — p -{- l)ter Klasse der s Widerstände ohne Wiederholung, 
Man erhält q, wenn man aus allen möglichen solcher Kom- 



r 



Oer a tiwxM *' 



aa>l TOB (1«D Gbng bletbrndni &3ibi»«licM.' ■ <& StuhH'^ 
bildet. In «Ucwer Somioe win] sädi dsan i w A kone Koo^ 
binatkra b«find«ii, welche die Widavtände aOo- in öneiD Ponkt 
Mcb Teranig^avler Zwdge enthält. Keces letstai« Ktiterima 
idilicAc aber Di<:lit notweodig die Erfölhutg jener Be£iigmig em. 
Iirt Dar in einiem Zweige a des Systems eine KHK E 
tätig, »f> «erhält naa die Stromstärke ia in diesem Zweige, 
weno tana atu dem Nenner ^ alle Glieder aossondeit, 
Wfsich« den Widerstand we dieses Zweiges eoihalten, die 
Snmiiui di«M^r Glieder anter Wf^lassnng von ir« mit der EMK 
oraltipliziert nnd durch den gemeinsamen Nenner dividiert. 
In Zeichen: 

- _^ ^g 
(* 3wii 

Kür jeden anderen Zweig ß findet man die Stromstärke 
iß unter VorausBetzung nur einer EMK E im Zweige a in 
folgender Weiae: Man schreibt zunächst vom Nenner g die- 
jenigen Glieder anter Weglassung von wa auf, welche zwar 
den WiderHtand w« des Zweiges a, nicht aber zugleich den 
Widenttand w/i des Zweiges ß enthalten. Sodann bildet man 
unter Weglaasung von wfi eine zw^eite Reihe aus solchen 
Oliedein des Nenneis q, weiche zwar den Widerstand wfi des 
Zweige« ß, nicht aber zugleich den Widerstand w« des Zweiges a 
enthalten. Die algebraische Summe der den beiden Reiben ge- 

meinHaincn Glieder mit — muJtinliziert ist die Stromstärke im 
Zweige ß. 

Die Zähler der Ausdrücke für die Stromstärken sind daher 
Bteta algebraische Summen von Kombinationen (s — j))ter 
Klasse der WiderBtünde und sind unabhängig sowohl von dem 
Widerstände desjenigen Zweiges, in welchem die einzige EMK 
sich befindet, als aucli von dem Widerstände desjenigen 
Zweiges, für welchen die betreffende Stromstärke gilt. 



f^ 



IV. Aiitgabeo Über Ötromveraweigungen. 
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Ist die Stromiichtung in einem Zweige eindeutig beBtimmt, 
I *** «athält der Zähler in dem Äiisdruok für die Stromstärke 
L '^tses Zweiges nur positive Glieder. Andernfalls müssen die 
t ' Oizeiclien mit ßücksicht auf die übiigen, demselben Verzwei- 
i gungspunkte angehörenden Zweige bestimmt werden. 
[ Sind in einem Vei-zweigungssyatem mehrere E]MK tätig, 

so ist die Stromstärke in jedem Zweige gleich der algebra- 
ischen Summe dei^jenigen Stromstärken, welche durch jede 
einzelne dei' EMK in diesem Zweige hervorgerufen werden 
würden. Die Vorzeichen bestimmen sieh dabei aus iler Strom- 
lichtung, die unter dem alleinigen Einfluß jeder einzelnen EMK 
sich ergeben würde. Eine Beeinflussung des gemeinsamen 
Nenners g findet durch Vermehrung der Zahl der EMK nicht 
statt. 

Der innere Widei'Stand jeder EMK ist beim Widerstand 
desjenigen Zweiges zu berücksichtigen, in welchem sie sich 
^befindet. 

Ist s — p-\- 1 >■ ^. <lie Zahl der Elemente jeder Nenner- 

lombination also gi-ößer als die halbe Zahl der Zweige, so 

Pferden die Ausdrücke einfacher, wenn man statt der Wider- 

inde ihi'e j'eziproken Werte, die Leitfähigkeiten einführt. 



Aufeabe 44. Im Zweige 1 der Strom- 
terzweigung Fig. (5 (Wheatstonesche Brücke) 
Inda sich eine EMK E. 1) Wieviel Glieder 
jsitzt der gemeinsame Nenner q der Aus- 
■ücke für die Stromstärken i dex 6 Zweige? 
I Wie lautet der Nenner g? Ü) Wie groß 
[B-d die 6 Stromstärken? 

Lösung. Aus s^6, p^4: folgt, daß q aus Kombina- 
1 3. Klasse besteht. Von den 20 möghchen Kombina- 
1 sind für die 4 geschlossenen Stromkreise von je 3 Zweigen 
mzen 4 Kombinationen zu streichen; es verbleiben also 

' e 

1) 16 Glieder. 
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lY. Aufgaben über StromTerzweignngen. 

in an Stelle der Widerstände ihre Indices 



Führt mai 
so erhält man 

2) p = 123 + 125 + 126 + 134 -f- 135 + 145 + 1 
4- 156 + 234 -)- 236 + 245 + 2-16 + 256 + 3. 
+ 346 + 356 
Hieraus folgt 

E 



i 



(23 + 25 + 26 + 34 + So + 45 + 46 + Sej 



t 

1, = - (34 + 46 + 46 + 56) 

i, = -(26+45 -1-46 + 56) 
i, = |(23 + 25 + 26 + 35) 
.,=,-(34—26) 



Die Pfeile in der Figur 
tungen an. 



- (23 + 25 + 34 + 35) 

gen die positiven Stromneli- 



I 



Aufgabe 45. Bei der Strom- 
verzweigung Fig. 7 (Thomsonsehe 
Doppelbrücke) befinde sich eine 
EMK E im Zweige 1. Der gemein- 
same Nenner der Ausdrücke für die 
Stromstärken sei q. 1) Ans wieviel 
Gliedern besteht ß'i 2) Wie groß 
sind die ytromstärken i^, i^ und ij 
in. den Zweigen 4, 8 und 9, wenn 
die Pfeile in der Figur die positiv© 
Stromriehtung angeben? 
Lösung. Aus 5=9, p^6 ergibt sich, daß der Nenner 
aus Kombinationen 4. Klasse besteht. Solcher gibt es für 
9 Elemente 126. Davon gehen ab für 2 Stromkreise von 




f -^ 



IV. A«^gBftcs ^ftier s iPinLv *irz ' M »ä gmggL 
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3 Zv^ eigen je 15 Glieder, &r .5 StariTnir-aae 7»:it 4 Zw^i;£«i 
je 5 Glieder und for 6 Stromirase Tr:iL 3 Zv^t^^^n. ]*t I GfeL 
Also Gesteht der Xeimer 

1) ans 75 GKedenL. 
Tür die gesuchten StnjCijTarkeiL erriil-i zun i^::^ f 

I4 ^ — ^ ir^nr^ «r^ — «^1 ^* — '^'1 K'i — '^-^^^ 
— iT^ t ar^ IT. — «r^ je, — !C^ t, — mt^^^^ ^ 



2) ^ 






1: i 



I 



-r K-^ »«-7 -r ««•« «^* T- tr- ir. J ^ 

Jede einzelne dieser Stromstärken kann bei geeigneter 
Wahl der Widerstände versch^iinden. 

Für w-j = oder w^ = ^c erhält man die Wheatstonesche 
Brücke. 



Aufgabe 46. Unter welcher Be- Fig. 8. 

dingung verschwindet der Strom im 
Zweige 7 oder im Zweige 8 des Systems 
Fig. 8, wenn sich nur im Zweige 1 eine 
EMK befindet? 

Lösung, i^ verschwindet, wenn 

= W2 Wq Wq 

ist, und ig verschwindet unter der Bedingung 

Für w^ = erhält man die WheatstoneHclu^ Brüc,k(^ 






rV. AuFgaben über Strom Verzweigungen. 

Fig. 9. Aufgabe 47. Unter welcher — ^^ 

dinjjung ve rauh windet der Strom glei*^-^' 
zeitig in den Zweigen 5 und 6 c3<^ 
Stromvei'zwcigmig Fig. 9, wenn, sich i*^ 
den Zweigen 1 und 2 die EMK 'Eif 
bezw. E^ befinden? 

Lösung. Wenn p der gemeinsame 
Nennei' ist und die Pfeile die positive 
Stromriclitung anzeigen, so ist 
_ E^ (lo^ Wj -{- Mij «!,) ■ — Bj (w^ w^ -J- Wj Wj) 



Beide Ströme verschwinden für 



(«,,+„,) 



Aufgabe 48. Im Zweige mit dem Widerstand Wg der 
Sti'om Verzweigung Fig. 10 befindet sich die EMK E- 1) Wie 




groß sind die Stromstärken i in den Zweigen bis n?1 

2) Welche Werte erhält man bei Vernachlässigung des Wider- 

gegenüber den Widerständen w^ bis wn'i 



Lösung. Unter Einführung der Leitfähigkeiten 
hält man 



1 



IV. Aufgaben über Stromverzweiguagen. 
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1) 



«0 = -— 



E Wi W^ Wn 



tVo 


1 

W( 


■+ 

) 


1 


tVn 


E 






Wl 




Wo 


1 

Wo 


+; 


1 


Wn 


E 






w^ 





Wo Wi V)n 



ln'= 



E 



1^ 

Wn 



«'0A + .1.4....4. 1 

Wo Wi Wn 



Wird der Widerstand wo (Zuleitungndraht) gijgf?nüb«r don 
Widerständen w^ . ^ .Wn (parallel gi*Mi'}m\iA*.\A) lMt\\m\) vor- 
lachlässigt, so folgt für m;o = 



2) 






Wt 



h = 



^i 



E 

IT. 



[Stromverteilung nit koL-^ajtVrr KJe:/.r/.*fri*[/arjiiT^i*;/j 



56 IV. Aufgaben über Stromverzweigungen. 

Aufgabe 40. Wenn n Gruppen von je v paiaUeX^S"« 
schalteten gleichen Lampen hintereinander geschaltet sLü*^ 
um wieviel Pi'ozent wird beim Durchbrennen einer Lampes ^ 
einer Gruppe die Stromstärke jeder Lampe in der defekt^^- 
Gruppe wachsen und um wieviel Prozent in jeder intaktesJ 
Gruppe abnehmen, wenn die Spannung konstant bleibt uja. < 
der Widerstand der Leitungen vernachlässigt wird? 

Lösung. Die Stromzunahme an jeder der (v — 1) Lampea^ 

der defekten Gruppe beträgt ^^ 

100(tz — 1) 

nv — n + l 

Die Stromabnahme bei den übrigen Gruppen oder Lampei 

100 



-% 



-n+ 1 



Aufgabe 50. In einer Dreileiteranlage betrage die Be- 
lastung der einen Netzhälfte nur p "/„ der Belastung der 
anderen. Um wieviel Prozent würde die Spannung in beiden 
NetzhäKten von der Normalspannung abweichen, wenn kein 
Ausgleich durch den Mittelleiter erfolgte, wobei der Widerstand 
der Leitungen außer Betracht bleiben soll'? 

Lösung. Um ^^M 

JIOO- 



In der schwächer belasteten Netzhälfte ist die Spannung 
um diesen Beti-ag höher, in der stärker belasteten niedriger 
als die Normalspannung. 

Die zulässige Abweichung von 2 "/„ ist also bereits für 
p = 96 überschritten. 



Kap:tt=-i V. 

Aufgaben über Stromverteilung. 

Erklärung. 

Die Stromverteiluiig in einem Netze findet stets iu der 
^^ eise statt, daß für je zwei beliebijje mit einan vier iu Yev- 
^Uxdmig stehende Speisepimkte die Bedingung erfüllt ist 

Eu -r eu = £r -j- e»- 

Hierin bedeuten Eu und £V die Spannungsverluste von 
^er Centrale bis zu den Speisepunkten fi imd r bei der je« 
heiligen Belastung, eu und ey die Spannungsverhisto von den 
Speisepunkten f» und i* bis zu dem auf irgenvl einer ihnM* 
Verbindungsleitungen liegenden Punkte des uu\\in\alen 
Spannungsabfalles. 

Wenn das Leitungsnetz so berechnet ist, daß bei den , 
Belastungen Bfi und By die Speisepunkte jw und y j^loiehes 
Potential besitzen, so werden bei anderen Belastungen hu \u\tl 
by die Punkte fA und v im allgemeinen A'^ei'sehiedene \u\d nnr 
dann gleiche Spannungen aufweisen, wt^nn 

bu by 

%~By 
ist. 

Da nun im allgemeinen angenommt^n wonh^n kann, dali 
sich Beleuchtungsschwankungen gleichmiissig ilher (Ins ^iinze 
Konsumgebiet verteilen, die Sj)eis(>punkte (h^ninach \m un- 
gemeinen ihren Vollbelastungen proportional bc^lastei H<»in 
werden, so werden auch die Punkte der maxinuih^n Spannun^H- 



58 ^'- Aufgaben über Stromverteilung, 



lern. ^*^ 



Verluste im Netze sieh im allgemeinen wenig verändern, 
daß mit Eüekaicht auf die schwächere Belastung aller Vt»!" 
binduugsleitungen auch nirgends der bei Vollbelastung aU-*' 
tretende maximale Öpannungsverlust überschritt.en werde-*^ 
wird. Ist aus den besonderen Verhältnissen aber zeitweia^ 
ein erhebhclier Spannimgs unterschied an den Speisepiinkteo- 
zu erwarten, so sind ihre Verbindungsleitungen mit ßüekaiclit 
auf einen dann notwendigen Spannungsausgleich zu dimen- 
sionieren oder es sind sonst Maßnalunen zu treffen, welche 
die Differenz der Spannungen an den Speisepunkten inner- 
halb der zulässigen Gi'enze halten. 



Aufgabe 51. In einem zu berechnenden Stromveiteüungs- 
netz ist die Sti'omverbrauchsstelle K ein mit einer behebigen 
Anzahl von Speisepunkten in Vei'bindung stehender Knoten- 
punkt, der gleichzeitig ein. Punkt maximalen Spanmongs Ver- 
lustes ist. Der Spannungs Verlust in den Speiseleitungen sei 
X mal so groß als der maximale Spannungsverlust im Ver- 
teilungsnetz. Der Stromverbrauch von K wird ausschheßheh 
von den beiden Speisepunkten I und II aus gedeckt, während 
im übiigen die Belastung dieser und der anderen Verhhidungs- 
leitungen beliebig ist. 1) "Wie groß muß x gewählt werden, 
damit das gesamte Kupfergewicht von Speise- und Verteilungs- 
leitungen das gleiche bleiben soll, wie auch imm er der Strom- 
verbrauch in K auf die beiden Speisepunkte I und n ver- 
teilt werden möge, wenn diese beiden Speisepunkte von K 
die Entfernungen ij und L^ und von der Centrale die in 
gleichem Maße gemessenen Entfernungen D^ und D^ besitzen? 
2) Falls X einen anderen Wert besitzt, wie muß die Belastungs- 
vert«ilung ei-folgen, um ein Minimum an Kupfergewiebt zu 
erhaltend Es ^\■ird voi'ausgesetzt, daß auf den Sti'ecken K — I 
und K — n ein Quer schnitt Wechsel nicht stattfindet. 

Lösung. Bezeichnet man den Spaonungsverlust m der 
Speiseleitimg mit JE vmd in der VerteUungsleitiing mit ^, so 
muß, wenn das Materialvolumen von der Verteilung dei' Be- 
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lastung des Knotenpanktes auf die beiden Speisepunkte I und II 
^abhängig sein soll, die Belation bestehen:*) 



Da 



nmi 



J '^ E J '^ E 



E = xJ 



2 



ist, so folgt 



1) x = ^ ^ 



2) Ist 



W - L, 



so muß Punkt I, und wenn 

a-V + A'>A-V + A' 
ist, so muß Punkt 11 den ganzen Stromvorbmuch von K 
liefern, wenn das Kupfergewicht ein Minimum werden soll. 
Das absolute Minimum wird erreicht, wenn derjenige Punkt, 
für welchen der Ausdruck x L^ -\- D^ den kleinsten Wert bt^- 
sitzt, die ganze Stromversorgung von K übernimmt. 



Aufgabe 52. Ein Leitimgsnetz ist so dimensioniert, 
daß der Sparnungsverlust in den Speisepunkten I und 11 den 
Höchstwert E besitzt, wenn deren Belastungen bezüglich B^ 
und B2 sind. Wie groß ist die Differenz d der Spannimgs- 
verluste beider Speisepunkte bei den Belastungen b^ und b^^i 

Lösung. 



=M 



A A 

S erreicht seinen Höchstwert E^ wenn 62 = ^ ^^^^ gloichziMtig 
hl = J5i, oder b^ = und zugleich b^ = A» ^v(>nn also der 
eine Speisepunkt unbelastet, der andere vollbelastet ist, ein 
Fall, der nur bei Speisepunkten eintreten kann, die in keinorh^i 
Yerbindung miteinander stehen. 



*) ETZ. 1894, Seite 237. 



(iO V. Aufgaben über Stromverteilting. ^^H 

Aui^abe 53. Zwei Speisepimkte, deren gegenseitige Ent- 
feraiing i in m beti'ägt, sind durch, eine Leitung von dem 
konstanten Querschnitt g in mm* miteinander verbunden. 
Zwischen beiden Punkten bestehe eine Spannungsdifferena 
J Volt. Um welchen Beti'ag x in Amp. weichen die Belast- 
ungen der beiden Punkte von denjenigen Belastungen ab, die 
sie als Äquipotenti alpunkte haben würden'? 

Lösung. Man erhält ^^ 

Hierin ist * eine vom Leitungsmaterial und vom System 
abhängige Konstante, die bei Kupferleitungen im Zweileiter- 

2 
System den Weit — ^ hat. 

Der gefundene Betrag x bedeutet einen Sti'om, der am 
Ende der Verbindungsleitung den Spannungsverlust ä erzeugen 
würde. 

Die Noi-malbelastung des Punktes mit dem höheren Potential 
würde lun den Betrag x größer, die des andei'n um den 
gleichen Beti'ag kleiner sein, als die tatsächliche Belastung. 



Aufgrabe 54, In einem Strom verteilungsnetz sind die 
Speisepunkte I und II äquipotential, wenn sie bezüglich mit 
B^ und B„ belastet sind, wobei E der gemeinsame Spannungs- 
verlust in den beiden Speiseleitungen sein möge. Wenn nun 
die Belastungen durch die nämlichen Konsumstellen sich auf 
h, bezw. 6a vermindern, welcher Äusgleichsti'om a ist erforder- 
lich, damit die Spannungsdifferenz der beiden Speisepunkte 
den Wert ä nicht überschreitet? 

Lösung. 

Aus ' 



lolgt 



§(.lh+<t>-§^{i,-a) = i 



V. Aufgaben über Strom veneücni: |;| 



a = 






Für 



Ergibt sich 



6 = 



B-, i* — B* h-. 



Bi + B. 

Der Ausgleichstrom wird alsdann von dem Sj^anniings- 
Verlust in den Speiseleitxmgen unabhängig. 



Au^S&be 55. In einem Leitungsnetz sei ir die Siunme 
der Widerstände der Speiseleitungen nach 2 Speisepunkten, 
w der Widerstand der Yerbindungsleitung beider Speise[>imkte. 
Es mögen nun alle bei Vollbelastung von dem einen S[>eisi^ 
punkt gespeisten Konsumstellen ausgeschaltet werden, wähivnd 
die im Bereich des anderen Speisepunktes liegenden Konsun\- 
stellen sämthch mit Vollbelastung im Betrieb sind. 

1) Welchen Strom i wird der entlastete Punkt von dem 
belasteten übernehmen, wenn E der Spannungsverlust in joder 
Speiseleitung und e der Spannungsverlust in der Vorbindungs- 
leitung bei Vollbelastung ist? 

2) Wie groß ist alsdann die Spannungsdifferonz d au don 
beiden Speisepunkten? 

3) Wie groß muß der Widerstand der Vorbindungsloituug 
gewählt werden, damit diese Spannungsdifferenz don Hotrag f 
nicht überschreitet? 

4) Wie groß wird alsdann der Ausgleichstrom i? 

E + e 



Lösung. 1) i = 



2) d = 



W + w 

Eiv — eW 

W + w 

W{e \-e) 



^) "= E-e 



V. Aufgaben über Strom Verteilung. 

. , 2eW 
= e wird w = -f^ 

und 



Aufgabe 56. Von einer Centrale aus wei'den 2 Spea 
punkte I luid II gespeist, deren Verbindungsleitung in dfflr 
Mitte eine KonsumsteUe mit 200 Lampen besitzt, während 
von dem Speisepunkte I außerdem noch direkt 1000 Lampen 
gleicher Art gespeist werden. Beim Öpeisepunkte 11 befindet 
sieh noch ein Theater mit 450 solcher Lampen. Bei VoUbe- 
lastung ist der Veiiust in den Speiseleitungen 22 Volt, in der 
Verbindungsleitung 2 Volt. Auf das wievielfache müßte der 
Querschnitt der Verbindungsleitimg vei'größert werden, wenn 
der maximale Spannungsverlust in ihr auch dann noch 2 Volt 
beti'agen soU, wenn im Theater kein Licht brennt, während 
die direkte Belastung des Punktes 1 im Vollbetrieb ist, wenn, 
a) die Konsumstelle der Ausgleichsleitung voll, b) halb, c) gar 
nicht betrieben ist? 

LösT-ing. a) auf das ö'/jfachc 

b) „ „ 5^/, „ 

c) „ „ tj „ 

Es wird daliei' bei bekannten regelmäßigen ßelastungs- 
schwankungen die Einschaltung eines entsprechend regulier- 
baren Widerstandes in die betreffende Speiselei tu ng zu erwägen 




J 



Kapitel VI. 

Vermischte Aufgaben. 



Aufgabe 57, Die jährKchen Ausgaben, die sich aus 
Amortisation und Verzinsung des Anlagekapitals, Eücklagen 
für Erneuerung, aus Reparaturen und Betriebskosten zusammen- 
setzen, mögen mit einer bei der Projektierung einer Anlage 
zu bestimmenden Größe o*, z. B. der Spannung, dem Spannungs- 
verlust, der Stromdichte, dem Leitungsquerschnitt oder dergl. 

durch die Beziehung a -}-bx -\ — verknüpft sein, worin a, b 

und c positive Konstante sind. Wie groß ist x mit Rücksicht 

auf die Wirtschaf tHchkeit der Anlage zu wählen? 

/» 
Lösunff. Der Ausdiuck a-\-hx A — wird ein Minimum für 

X 

» 

X 



=n 



Aufgabe 58. Die in Aufgabe 57 definierte Beziehung 
sei gegeben durch a + ^^"* + c^-* "*• 'Welchen Wert erhält ac? 

Lösung. — \- 

lcn\ ^ 

\hmi 



Angabe 59. Die Jahresausgaben der Aufgabe 57 seien 
mit zwei zu bestimmenden Größen Xy und x^, z. B. den 



64 VI. Vermischte Aufgaben. 

Spannungsverlusten in den Speise« und Verteilungsleitiingen, 
der primären und sekundären Spannung oder dergl. durch die 

y» y» 

Beziehung a + 61 a?i + 62 ^2 H — ^ H — ^verbunden. l)Wenn nun 



JU\ CCi 



2 

— den Wert k^ besitzen soll, welche Werte sind für x^ und 
x^ 

X'2 niit Rücksicht auf Wirtschaf tUchkeit zu wählen. 2) Welches 

ist der wirtschaftlich günstigste Wert von A:^? 

Lösung. Durch Einsetzung des Wertes x^ = k^x^ in die 
Beziehung ergibt sich für das Minimum 






k% + 62 



Ein absolutes Minimum erhält man für 



-^ = ii: 



^=' 'J2 






also für 

2) k' = tr^ 



Aufgabe 60. Die in der Aufgabe 59 definierte Beziehung 

C C Cn 

habe die Form a + hix^-r x^ -\ ; h — + — • Es sollen 

a?i + rra Xi ÄJ9 

x^ und x^ mit Rücksicht auf Wirtschaf tHchkeit berechnet werden. 
Lösung. Aus den Bedingimgsgleichungen 



und 



folgt 












VL Vermischte Aufgaben. ß5 



£. ( 



j. — r^i s 1 _i 



Au^^be 6L Eine Anlage muß in fi Jahivn eiiiouort 
'Verden. Wieviel Prozent des Anlagekaintals sind jährlich für 
den Emeuerungsfonds zui-ückziüegen, wenn die Küokh^giMi mit 
P •/q verzinst werden? 

Lösung. 



P 0, 



( 



' + i^r- ' 



oder angenähert, aber für die Kechniing bequemor: 

10000 



wjlCO + |(« — l)j 



•/( 



Beijp = 4 ergibt sich für Gebäude bei einer Amortisation 
in 100 Jahren eine Rücklage von jährlich ca ^/j ^7o 

für Dynamomaschinen in 15 Jahren jährlich ca. 5,2 ^|^^ 
für Akkumulatoren in 10 Jahren jährlich (*a. 8,5 ^|^y 
Man berechne sich eine Tabelle! 



Aufgabe 62. Eine Funktion der Zeit i äniltu'o sii*h 
periodisch nach dem Gesetz a sin(<»f + y)> worin a, m uml y 
Konstante sind. 1) In welcher Zeit T ist eine voUo PtMiotl«^ 
beendigt? 2) Wieviel volle Perioden entfallen auf dio Zeit- 
einheit? 

Lösung. 1) T= — 

w 

2) ;r- Perioden. 
27r 



1 

gg VI. Vermischte Aufgaben. 

Angabe 63. Gegeben ist y = asina:. 1) Wie groß ist 
der absolute Mittelwert M(y) der Ordinaten? 2) Wie groß ist 

Lösung. Aus 

71 

M(y) == - j sin a: d a: 



folgt 



1) M(y) = — = 0,6369 a 



Aus 



71 



M(y^) = — I sin*a:da; 



o 



folgt 



2) ^^M(y^) = 7^ = 0,707 a 



Aufgabe 64. 1) ^ie groß ist -I sin (a + n6)? 2) Für 



welchen Wert von b verschwindet diese Summe unabhängig 
von a? 3) Für welchen Wert von a verschwindet diese Summe 
bei anderem J? 

Lösung. Durch Addition der Gleichungen 



cos 



cos 



cos 



la — -I — cos I a + 9 I = 2 sm a sm ~ 

(a + ö) -~ ^os L + — j = 2 sin {a + b) sin - 

/ , 2n— 1,\ / , 2«+l, \ 

= 2 sin (a + ^i^) sin - 



erhält man 



VifTnr'«s-»rr . 4.H£ä»«1«i»i •< 



; • 






>ii^ 



7aini* irr .=L"üsZ"n::ü onüTinäi:^.!^ ^-At . '»".^•'s, --v ^ssn* ^^^ 



seoE- :»:i^ 



-»i ..: 



Bei 3 Gfeäerx jst f.:=:^. rmü z-:^ ::^(' fiT. •; — ^ ^iV.s^%vi>N\vs\\ 
Null ist. 



Aufgabe 65. n TVio 4:n^6 ^^5^1 i\>\»\*t \ ♦♦^^^ ^M l'*lh 

welchen Wert von b ver^ohwiiulo! dioso Suu\n\<^ \thi\lilt{llitil|i 
von a? 3) Für welchen AVort von ri vovHoh\\in»h»l iIIi'mi. fiiMiDHi. 
bei anderem 6? 

Lösung. Aus 

sm \a — -I — sm la 4- A =: '^, t'n^ tt mIm 

sinla-f-j — Hin U | j ^ m/m /// f //;.-j<, 



eiiiält man durch Addition 

/ 



68 


VI. 


Vermischte 


Aufgaben. 




7 


2) für 6 = 


2nk 


also 


imtei 


der gleichen 


Bedingung *^ 1 


bei Aufgabe 64 
3) für a = 


(2A: + 


1)71 


-nh 


worin k eine ganze 


Z.kJ |, 


oder Nnll ist. 












1 



Aufgabe 66. Es ist für manche Berechnungen zweck- 
mäßig, eine Sinualinie innerhalb bestimmter Grenzen durch 
eine algebraische Kurve zu ersetzen. Die Sinuslinie y ^ sin x 
soll zwischen den Grenzen x = o und 3: = n durch einen 
Kegelschnitt y^f{x,p) ersetzt werden, so daß beide Kurven 

für X ^ und x = -^ zusammenfallen und f I— -|- 3'- P ) 
= W- — 3;,p| wird. 1) "Wie lautet die Gleichung des Kegel- 
schnitts? 2) Wie ist der Parameter p zu wählen, wenn beide 
Kurven für a; = — zusammenfallen, 3) wie, wenn sie für a; = ^, 

4) wie, wenn sie für x = o die gleiche Krümmung haben 

sollend 6) Für welchen Wert von j; erhält man eine Pambel'? 

Lösung. 



i 



2) i'=-^; 



-1/121-288^(1-^) 



3) 2>=- 



_ TT' — 4 — 1^ (tt" — 4)' — 4 3; (^^ — 8) (:t — j;) 



4) i> = 



S, + =^-2 =0 




VI. Vermischte Aufgaben, 



m 



Die Kurve ist bei 2) und 31 eino Hyporbol, kI\o \m 4) in 
^^ei sich rechtwinklig schneidende Gorade Z(^i*filllt, von 



n 



2 2 ;r TT <• , 

denen die Gerade y = ^ für — - <»''< + »>> *''*^ ^'«^rado 



n 



y = 2 für + -- < or < -— gilt. 



5) p = oo; 



4 a;/, x\ 



Aufgabe 67. Man soll die beiden HijuiMÜni^^n a n\i\ tf, 
und h cos (p zu einer neuen Sinuslinie/ zuHHnun(!nH<?to?n, iin/l 
deren Amplitude und Phasenverschiebung grapliinch iUxrnU'Wt^u. 

Lösung. 

a sin 9: + ^^ <^os y = Va^ + Z/' nin (<f -f dj 



a 



Die Fig. 11 zeigt rlie Amplitude 

l^a* -r fe*"^ und die Pha«enverHehieJ>- 
nng d in ihrem geometrischen Zu- 
sammenhang mit den Amplitrid^rrj tf 
a und ft. und den Ar^iUi(:nt/-^n ff 



f'Jic n. 







^ • 



r .'* * ~ ^ j" 






%2:rf. = 






70 



VI. Vermischte Aufgaben. 



Flg. 12. 




Figur 12 zeigt den geo- 
metrisclieii Zusammenhang der 
3 Amplituden und der 3 Argu- 
mente. 

Zur rechnerischen Auswer- 
tung von dj setze man 

tti sin dl 

—^—. — ^ = tg» a 

«2 sin 02 

Oj cos Oj ° 



dann ist 



^'■='^ ".(£;) 



2 



Ist 

SO setze man 



S^ = 



6 cos dg . o 

--- = tgV 



dann ist 



^g ^3 = ^g ^2 sin^ r. 



Aufgabe 69. Zwei dem Sinusgesetze folgende und in 
zwei auf einander senkrechten Ebenen stattfindende Schwin- 
gungen, deren Amplituden sich wie 1 : m verhalten, besitzen 
als Resultante eine EUipse mit den Hauptachsen D und d. 
Welche Phasenverschiebung <p besteht zwischen den beiden 
Komponenten ? 



Lösung. 



sin (p = 



Für m = l ist 



sin y = 



cos (p = 



( , 1\ -D<i 


2Dd 


n^ + d^ 


D» d^ 



D^ + d^ 



Anvendimg iiierrcrL xit. Ojark> Hethodf znv Ke^timiwwn^ 
cLer Piiasenvei^cmebimi: iKaieoidr: vt-oi I'ppenhom 1902, 
S. 80.» 



AjsSgBSbe 7D. Dir Dickt de: Isoiit^rsohicht eine^ do]>poll 
oder dreifach miT Baumirolir umsi »mmeneii Draht-es, der blank 
einen DTLrchmessei Tor fJ nur. hfsitzt. ist in mm aiis^ediiioki 
0,13 -j- 0.06 d, SC' daU aL«i de: XhiTciim(>?5se.i de^s bpsponnenon 
Drahtes OJ?f» — l.li* ^ mi\. betniin. Auf einer t^piilo seien 
nun « La^en dopjfrek mir Baiiicwr>llf unw]>onnenen. kreisimndon 
Drahtes vom Kiipiei-<.^»TierseimiTT § mm* anf^^i ekelt. Wie 
groß ist die Höhr II der TTiekelniur in mm? 

Lösung. 

E= ((..26 -r ±i>4| 9) ('-^~ l] -3 + 1) 



Au^S&^G TL Wieviel Lagen besponnenen Dvahh^H d<M- 
in Aufgabe 70 bezeichneten Art lassen sieh in ein<Mn W'iel«»- 
liingsraum von h mm Höhe unterbringen, wcMin der Knpf«M- 
durchmesser rfmm betragt? 

Lösung. 

-^1 — 1| 4- 1 Lagen. 

1^3 \0,26 + 1,12 rf / 



Aufgabe 72. Ein im VerlililtniN zti HnituMM DiuiImm'-w» 
sehr langer Draht ist amal ho lang iiIh der Ihidiim oijtM-^ 
kreisförmigen Querschnittn. Kineri wieviebiiMl mo ^roH«-M ihnf\i 
messer müßte dieser Dnilit \)t'\ gl<tii;lM'r liiJn^«; und ifU'i'ht-nt 
Dielektricum erhalten, daniif weine Kti\m7/iUU '\in ff.U*'ii*ff 
Wert annimmt? 

Lösung, Ik* r d<jr Uit^UwA^ I, t\\i \tUuif* '/' -■ Ifnf^'*'-- t*.' 
cm, so gilt für hj^iuf: K;«j/;ji//i*;H ^fift *Ui^.ho-'*^t*'r''^'f tt P\'tfi-f *^*ti 
die FoiTfj'rl 



Vr, Vermischte Aufgabei 
2 lognat - 



^ 



wobei k die spezifische Induktionskapazität des Isolators be- 
zogen auf Luft ist. Hieraus erhält man das Eesultat, daß der 
Draht einen «"~* fachen Durchmesser erhalten müßte, voraus- 
gesetzt, daß auch dann noch die Foi'mel ihre Gültigkeit behält. 

Aufgabe 73, Die Kapazität eines Drahtes der in Auf- 
gabe 72 bezeichneten Art ist berechnet worden. Wenn man 
nun beim Messen des Drahtdurehmessers einen Fehler von 
P^lo begangen bat, wieviel "/g beträgt alsdann der i'ehler des 
liesultates? 

Lösung. Aus ^^H 



folgt 



Aufgabe 74. Wie groß ist die Induktion in einem ge- 
schlossenen Elektromagneten, der seinen Anker mit einer 
Kraft von soviel kg festhält, als die Berührungsfläche zwischen 
Anker und Schenkeln cm^ besitzt? 

Lösung. Die Beziehung zwischen der Anziehungskraft 
P in kg, der Induktion B in Kraftlinien pro cm* Quei'schnitt 
und der Trennungsfuge F in cm^ ist nach Maxwell gegeben 
durch den Ausdruck 

FB' 



Für 



8Jt-9Hl-lü^ 



B=ca.. 5000. 



•- » I i- 



(fessea A^ 



/ 




> 



> «^ 



grob "wzri lünüiEzi. w. 

und irr ^r-'9^ir^r^r^^ir^-fir^=' u — i j~. t -t. „ ui ^ ,*. >^ a- 

r 



T . 
1. 



2« tr ' 



'6 T ^ TT 



mußte zuni SiljZftiz^!:. 'z: 1 i^ J'.i-_ZL. ;4i> vu:-, Av,!:Ai^,4;N 
temperamr t-:il i»* -. V-^ii^ tzit -JTirrn^.l-. A:\v,: NxNV, iV.N 
Kilowattstimdei: ^rzz^^-^r—l-z ^^-r'.rz. : W:t^ o^vn^ w^^ xum 
Wirkungsgrad -ier V:m.":.rii:^. ttt^t. A.o >;Hv:fisoho \V<uu\x^ 
des Platins 0-C»4, s^in >^li:irlz; vjik: ITS^^*' l\ \u\^^ mmwo 
Schmelzwärme 27. IS Gr.-.::-.:r.oalor:oi: für \ ^ h\'\\<\^\{^ 
2) Welcher Effekt in Kilo>vaTt ist thootviisih i\\ilV\n\on*l»^u 
wenn der Schmelzprozeß in einer Sekmult^ horu^lrt h^in ^oll * 
Lösung. Zum Schmolzen sind thoon^isrh oi lohliili« I» 
(1760.0,04 + 27,18) 41(>4/2 ,,,^ ... 

Daraus folgt: 

1) Der Wirkungsgrad liftnl^l O.'J'Jii 

2) 406,8 Kilowatt. 



Aufgaben aus der Wechselstromtechnik. 



^ + -- 



-Ä'«- 



-Xy = 



Erklärung. 

Die Lösung von Aufgaben aus der Wecliselstromteclmik 
führt vielfacli auf lineare Differentialgleichungen. 
Kennt man das allgemeine Integral 

y = f (a-) 

der reduzierten linearen Differentialgleichung ji-ter Ordnung 

daf dx^"^ ' dx"- 

worin die X Funktionen von x sind, und kennt man von Aer- 

selben Differentialgleichung, wenn sie auf der rechten Seite 

statt der Null die Stöningsfunktion A' besitzt, ein paitikuläres 

Integral 

V = f ix) 
80 lautet das allgemeine Integral dieser Gleichung mit Stönmga- 
funktion 

y = /(»■) + p W 

Man nennt y(x) das der Störungsfunktion X ent- 
sprechende Supplementintegral. 

Die reduzierte lineare Differentialgleichung H-ter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten 






+ ffli 



£f - 



d"- 



-«,- 



;+- 



vollständige Integre 



+ a„y = ^H 



VII. Aufgaben aus der Wechselstromtechnik. 75 

y = c^eh^ + C^^^ + . . . + OnC^^ 

^voriIl die c willkürliche Konstante und die X die n Wurzeln 
•der Gleichung 

sind. Bei gleichen oder komplexen Wurzeln treten die be- 
kannten Modifikationen ein. 

Sind alle X negativ und ist x eine Zeit, so verschwindet 
das vollständige Integral der reduziei-ten Gleichung für den 
Dauerzustand, und es kommt dann für diesen bei der Glei- 
chung mit Störungsfunktion nur das Supplement-Integral in 
Betracht. 

Tritt die Störungsfunktion X in der Foim 



n 



X = 2'e^»^(m»sinft),x + WtCosw, j^;) 



1 



auf, so besitzt das Supplement-Integral die Foim 



n 



y = 2'e^»^(^isinft),x + vico^cdix) 
1 

wobei sich jedes Wertepaar iii und r» aus zwei linearen alge- 
braischen Gleichungen ergibt.*) 



Aufgabe 77. Wie lautet das Supplementintegral der 
Gleichung 

/7 T 

-^-f-ae/ = J^sincö^ -|- Jgcosw^.^ 



*) Wer sich über lineare Differentialgleichungen und Supplement- 
integrale unterrichten will, die über diese triviale Form hinausgehen, 
der findet reiches Material in den Studien über Differentialgleichungen 
von W. Heymann, Leipzig, Teubner, sowie in den nachstehenden Ar- 
beiten desselben Verfassers: 

Über Supplementintegrale. Journal für reine und angewandte 
Mathematik. Bd. 98, Heft 8. 

Über die Integration linearer, nicht homogenerDifferentialgleichungen. 
Zeitschrift für Mathematik und Physik. Bd. XXX Heft 1 u. 2, Bd. XXXH 
Heft 1. 



76 VII. Aufgaben aus der Wechselstromtechnik. 

Lösung. Das Integral wird vorausgesetzt in der Form 

J =: nii sin cö ^ -f- ^2 ^^^ ^ ^ 

und es ergibt sich 

_ 61 a + &2 ^ 

a'* + cö- 

il" + <»' 



Aufgabe 78. Wie lautet das Supplementintegral der 
Gleichung 

Lösung. ,7=miSinft)^ -{- wzacosci)^ 

wobei 



nit = 



&2 («2 ^^) &i Öfi Ci) 

^''^ - a,2 + («2 - «27" 



Aufgabe 79. Wie lautet das Supplementintegral der 
Gleichung 

.— + ö^ «^ = -^ ^'^*^ (^>^^i sin (Jüi t + ^i» cos Wj ^) '? 



^Z^ 



t= i 

l = H 



Lösung: J= ^ e^i^ifiiSmonit -]- Vicoscoit) 

i= 1 

wobei 

nii (a + Xi) + Wtft>i 

ni (a + ^0 — *WtWt 



r. 



(a + Xi)2 + w/^ 



Aufgabe 80. Ein Leiter vom konstanten Widerstände 
W Ohm und dem konstanten Selbstinduktionskoeffizienten 



Vn. Aufgaben aus der Wechselstrom technik. 77 

L Henry verbindet die Belegungen eines vollkommen isolieiiien 
Kondensators von der konstanten Kapazität C Farad. In jenem 
Leiter sei eine elektromotorische Kraft E Volt wirksam, welche 
sich nach dem Gesetz E =^ E^Binmt mit der Zeit t ändei-t. 
E3in stationärer Zustand sei insofern eingetreten, als die Am- 
plituden der Stromstärke und des Potentials praktisch konstant 
geworden sind. 1 ) Wie groß ist in Volt die Potentialdifferenz 
V des Kondensators zur Zeit f? 2) Wie groß ist in Amp. 
die Stromstärke J in der Leitung zur Zeit ^? 3) Welcher 
Phasenunterschied besteht zwischen beiden? 4) Welche Be- 
ziehung muß zwischen Kapazität, Liduktionskoeffizient und 
der Zahl der Perioden der EMK in der Zeiteinheit bestehen, 
wenn J und E gleiche Phase haben sollen, wenn also gewisser- 
maßen Resonanz eintreten soll? 5) Wie groß ist alsdann die 
Dauer eiuer Periode? 6) Welche AmpUtuden besitzen in 
diesem Falle F und J"? 

Lösung. Die Differentialgleichungen lauten: 

JW + L^ + V^E^ sinwf 

dV 



dt' 
woraus folgt 

^^^J + ^^f +^^=^»^^^«^ 

Da die reellen Teüe der Wurzeln der Gleichung 

W 1 

negativ sind, so verschwindet bei stationärem Zustand das 
Litegral der reduzierten Differentialgleichung 

d^V dV 

und es bleibt nur das pertikuläre Integral von der Form 

V = fism(ot + vcosoat 
übrig. Durch Eiusetzung bestimmen sich die Koeffizienten (a 
und V, und man erhält: 



VII. Anfgabea aus der Wechselstromtechnik. 



,7 eilt um 90*' vor 

1 

(ö — —= 

In y~LC Zeiteinheiten 

'^»- w\t; 



"0 „7 

Beide Amplitudeii erreichen ihren Höchstwert. 

Die Resultate bleiben unverändert, wenn der Kondensator 
durch einen 'Flüssigkeitswiderstand mit polaiisierbaren Elek- 
troden ersetzt wird. Man hat nur für -r, die Konstante K 

einzuführen, die von der Größe und dem Material der Elek- 
troden und von der Natur der Flüssigkeit abhängt und von 
F. Kohlrausch die erefce Polarisationakonstante genannt wurde. 
Welche Dimension hat Kl (Beschleunigung.) 



Aufgabe 81. Unter welcher Bedingung können n pa- 
rallel geschaltete Widerstände mit den konstanten Selbat- 
induktionskoeffizienteu Li, Li, ■ ■ ■ L„, aber ohne gegenseitige 
Induktion durch einen einzigen AViderstand mit dem konstanten 
Selbstinduktionskoeffizienten L ersetzt werden, und wie muß 
alsdann L gewählt werden'^ 



^B VII. Anfgahea aub der Wethselstromtechnik. 79 

Lösung. Wenn alle n Zweige dieselbe Zeitkonstante 
haben. L miiB der Grleiehumg genügen 

In jedem andei^en l'alle ist L von der Zeit, und bei pe- 
liodiscber EMK von der Peiiodenzahl abhängig. 

Dil? für 2 Zweige bekannte s oiTael L ^^ — _i_ if la — 

gilt nur unter der Bedingung-^-' ^ — -- und geht dann in obige 



Aufgabe 82. Zwei Punkte sind durch drei Leitungs- 
zweige ü, 1 und 2 mit einandei' verbunden, deren konstante 
Widerstände W^, TT, und W^ Okm und deren konstante Selbst- 
induktionskoeffizienten L^, Li und ij Heniy betragen. Eine 
gegenseitige Induktion findet nicht statt. Im Zweige wirkt 
seit einiger Zeit eine elektromotorische Ki'aft fiVolt, welche 
mi t-, dpi' Zeit t in Sekunden durch die Gleichung E ^ E^ sin wt 
verbunden ist. 1) Wie groß sind die Stromstäiten Jj,, Jj 
und J^ in Am p. zur Zeit t'J 2) Unter welcher Bedingung 
sind J, und J^ phasengleich, und wie verhalten sie sich als- 
dann? 3) Welchen Einfluß hat es auf ihre Phasen und 
AmpHtuden, wennB^," + w» Lj" = W^^ + m" L-i^iail 4) Welchen 
Wert haben die drei Sti'Öme, wenn W^ ::= ig ^ ist? 5) Welchen 
"Wert erhält J^, wenn man außerdem den Zweig 2 unterblicht? 

I Lösung. Aus den Bedingungsgleichungen 
gt ZI 



dt - - I - ,;( u 

J^ = ,7, -I- J^ 
(dgt zunächst, wenn man zui- Abküi'zung 



80 VII. Aufgaben aus der Wechselstromtechnik. 

Lq (Li + Li) -\- Li Lj = A 

Wo iL, + L,) + Z„ (TF, + W,) + L, W, +LiW, = B 

Wo{W, + W,)+M\W,=^C 
setzt, 

= Eq 1 (TTi + W^) sin wf + « (ii + L^) cos «f l 
Da die Wurzeln der Gleichung 

bezw. ihre reellen Teile negativ sind, so verschwindet nach 
wenigen Sekunden das vollständige Integral der reduzierten 
Differentialgleichung, und es bleibt nur die partikuläre Lösung 

Jq = Eq {fA silKOt ~\- V cos CO t), 

worin fi und v durch Einsetzung in die Differentialgleichung 
zu bestimmende Koeffizienten sind. 
Setzt man noch 

so erhält man 

E 

1) «^0 = y== r{W, + W,r + to^L,+L,y sin (« t - <Po) 

^ LoljW, 4- W,r + c,HL, +L,y\ +L, jW,' + «^ V) +L, (W,'+cä 
Wo\{W, + W,y + w'{L,+L,)'\+W,{W,'+co'L,')+W,iW,^ + i0 

Bezeichnet man nun vorübergehend die Amphtude von 
Jq mit «7, so ergeben sich J^ und J^ aus den Bedingungen 

J^-\- J^z=z Jsin {(oi — ^q) 
und man erhält 

E 

-^1 = jÄ= l^lV=H^^V sin (« t-(po + Vi) 

L, W, — L, Wi 
tg 9)1 = 0» 2 » » ^ 



W, [W, + W,) + co^ L, {L, + L,) 



w 



s da- WecIt^ekitTOi&tAchnik. 



L,W, — L,W, 



In beiden Fällen ist -7, IT, =^j IT,. Diese 



*^^' — ir,(iF. + ir.) + .'L,(i, + ij 

2) Für » = 0, £^COnSt. oder fnr 

i, W, 

Beziehung wird bei Verglächong Ton Selbsdnduktioii»- 
koeffizieuten benetzt. 

3) 9i-\-fi = 0. Die Voreiltmg des einen Zweigstromes 
gegenüber tTj, ist gleich der Sacheünng des anderen Zweig-, 
Stromes. 

Die Amplituden beider Zweigströme sind gleich. 



4) J„ = 






Vo) 



5) Jo = J^ = 



VW^' + a^L, 



-sin(w( — g-,): ^910 = 






Aulgabe 83. Zur Zeit Null werden die beiden Be- 
legungen eines ungeladenen vollkommen isolierenden Konden- 
l'Satoi-s mit der konstanten Kapazität C Farad durch Leitungen, 
jren konstanter Widerstand W Ohm und deren konstanter 
^duktionakoeffizient L Hemy beträgt, mit den Polen einer 
istanten elektromotorischen Ej-aft E Volt verbunden, deren 
merer Widerstand in W enthalten ^sei. Es ist anzugeben 
I) Potential differenz V am Kondensator in Volt zur Zeit ( 
pekunden, 2) Stromstärke J in. Amp. in der Leitung zur 
Seit ( Sekunden. 3) Zeit T, zu weicher .7 ein Maximum wird. 
) J" zur Zeit T. 5) V zur Zeit T. Dabei sind stets die 
I Fille TPC$4L zu untersclieiden. 6) Wie lauten die 



82 VII. Aufgaben auH der Wechgelstiwntigrfmik. 

Besultato, wenn a) kcMiio Induktioii zu berücksiciinj 
{L = 0), b) wonn uii Htollo des Kondensators ^ne 
8tandBloH(^ und indtikiionHfreie Yerbindmig zwische 
Ledtunij^on ln^rnoHU^lli wird (7 = 0, C = cx>)? 

LöHUD(^. AUN 

'^^^ dt 

\uad J^V{c,X,tf^'^+c^l^e^^) 

\\\m\\ ü| uud 4l^ ilit^ Wui'iftJu dor Oloichimg 

^iWvl m*^ Kvvi\*tm\tt^4\ 0^ und c^ beji^tinimen sich, w 

0^ 4 ^> = — ^'^ 



I ttir 






^l*- ]W* "*f)t; *'^ ';]rir»~äf; 



•■*• 



V - H h V '■' I t -,- .*^ ; i] :u; W^ •: - t : 



i* 



r=fli 



4> 



ICl 



]Ä 



( r 

A. 



J^ 






i TiSrT^.'-.-^:, 



*a« 



[ 



Ell- 



1 



•iü 



Jl^T-^ir* 



«n. ir — 



1^-^ 



J 



1 



^ü 



wöttö: 1^^ = 



3SL. 



2) 



I 



«^ 



11« 



41^ 



J^ = 



t de 



J^ 



iZ 



— t 



|TP — 



>Ä^rn|^-.OWr^* 






^ 2E 

J= . — e 



w 



^ c 



w- 



1 Zil _ ]|-» 



* r«r 4 /. rir» 



3) 
In Xj — In >lj 



2' = 



folglich 



T = 



yTT»— 



4L 
C 



In 






für 4/. ^r/lV« 



«• 
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W 2 



I4:L 



T= ~ - a 



2L . n C 



f^-W 



rctg 1 = — — I also unendlich viele relativ 



C 

Maxima und Minima für 4:L> CW^ 



4) 

w 



J«^= E Vt , für 4 i < CW^ 

Jmax'= -^^- also unabhängig von L und C für 4 i = CW^ 

w ^ c 

z arotg — 



Jfnax= E\je ^ für 4 2i > CW^ 

Das erste relative Maximum ist das absolute Maximum. 



5) Vt-E—WJ„^ 


für 4:L^CW' 


i 
6a) V-E{1 e '^<') 




E * 
J e ^'^ 




V = E JW 




6b) J=^(i-e ^') 





^KjQiiiesficrzT 



j.^^ 



zZ I i . ■* i. JgT* - "TI^Z- 




' — --- 



AI- 







fH r^- ^.-^T^'^ S^ 






t=o- -=z r= . - 



urr. 






* =- -=-.. 






u?)i.;v >i? 



2) 3> ü. 4f r*i€*s.T«ei: "^enr vir :»:■- A-::^iv ^^ 

5t T"j= '^vmx 



6) r= E< 






Kapitel A^II. 

Aufgaben über das Rechnen mit Vektoren.] 



Erklärung. 

Mit dem Symbol (r, tf) ist ein Vektor von der Länge » — 

bezeiehnet, der mit einer A n f an gsrichtnag in einem festge — 
setzten Drehsinn den "Winkel <p bildet. Der "Wert (r, vpy 
wird durch parallele Verschiebung nicht beeinflußt, r und 91 
sind auch durch die Projektionen des Vektors nach zwei be- 
liebigen verschiedenen Eiehtungen eindeutig bestimmt. Jede 
Funktion eines Vektors läßt sieh wieder als Vektor darstellen. 
Ist demnach in einer linearen Differentialgleichimg mit kon- 
stanten Koeffizienten die Störungsfunktion eine Vektoren- 
größe, so läßt sich auch das Supplementintegral in Form einer 
solchen angeben. Sowohl r als auch <p können Funktionen 
der Zeit t sein. Handelt es sich jedoch nur um die Projektion 
des Vektors nach einer einzigen unabhängigen Richtung und 
besitzt die Funktion r ein endliches absolutes Maximum, so 
Hegt keine Beschränkung dai'in, daß man für r diesen Maximal- 
wert wählt und nui' tp als Funktion von ( betrachtet. So 
kann die Funktion y '= a cos lat betrachtet werden als Pro- 
jektion des Vektors (o, m () aui die Anfangs rieh tung, y^a sin a t 

als Projektion desselben Vektors nach der Richtung- — w(. 
Die Beziehungen zwischen Vektoren sind unabhängig von der 
Anfangs rieh tung. Man kann demnach in jeder Vektorgleichung 
das Argument jedes Gliedes um die gleiche Konstante vei'- 
größern oder vei'kleinem. 









rar i^-aEt-::? 






XZ 't — «TT = 



^ " r-.'fr «c — c-v 



Dnrcli Anieronir der Arir^iuome or^^j su^h 
(r, y — f 1 — g-fi — ■ . — ifJ = {*\s 01 {r^. Ol \^ hx 0\ 
folgKch 

T = Ti + Ti + • — 1 T« 

Aufgabe 87. Es soll (r, y)»* uIn V«»l»liii iImihi-hIhIIi. hi-hI» f» 
Lösung. Aus Auf^iihn H(l ful^ij. 
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Lösung. Man setze den Quotienten gleich (r,q)), daii]C== 
folgt aus (r, g)) (rg, gpg) = iri,9i) 

9 = 9l — 92 



Aufgabe 89. Es soU der Logarithmus eines Vektors^ 
durch einen Vektor dargestellt werden. 

Lösung. Man setzt {r,g)) = re^ und erhält 



Aufgabe 90. Welchen Wert hat j/' , 1) wenn r und 

ät 

(p Funktionen von t sind, 2) wenn r konstant ist, 3) wenn r 

konstant und ^ = <at {co konstante Winkelgeschwindigkeit) ist? 

Lösung. Man setze 

die Phasenverschiebung ist, und erhält durch Verkleinerung 
der Argumente um -^ + 9) 

dt 



also 



i2cosi^ = -T: 



^' ^=(i/(i)'+('^)'»+f-^) 



, , 'dt 



i 









:r» ^ . ^ - ., 



tffi 1 ^M " y "Tn^ Ti Tm r — 






dr 



= (>-r.«_^| 



Aufgabe ÄL l^ei-ziiei: Vr^r: iia: /(••.«"•ifc, 1» vcmn r 
^ ^onstaxn laid q^ = «r iä koiiFTaiiT-: "W mkt^'ip eg Avin nir^fffr^ ist? 






iait' = 



frcci^fdt 



Die Phase wird unabliaugig von r, 

3) f(r,«0<tt=(^,-<-f) + («^o) 
wobei a und a willkürKche Konstante sdnd. 



Angabe 92. In einem Stromkreise mit dorn konntüniMi 
Widerstände W Ohm und dem konstiuiton SolbütiiuhiktionM* 
koeffizienten i Henry wirkt eine EMK, dio nwh dtnvh nlnnii 
Yektor mit der konstanten WinkolgoticIiwindiKknii m tlliil di^f 
konstanten Amplitude E Volt darHtolloti llilii. IOn ImIi ilnt* 
Yektor der Stromstärke in Amp. un/aignbnn, rmi^lMinin mmImm 
Amplitude praktisch konstant goworclon iMi. 



90 yWL. Aufgab«» übet das BechoeD aüt Tektoren. 

Losung. Ans der Differraitial^eachimg der Momentan- 
werte e und i 

folgt, wenn der Stromvektor mit (J,ut — ^| bez^chnet wird, 
die Vektorgleichong 

{E,f»t)= (7 (/.«.( — ^) + »Z,(j,«f — y+") 

Diese Vektorgleichung zeigt unmittelbar die geometrische 
Beziehnng, daß sich die drei Amplituden zu einem recht- 
winkligen Dreieck mit der Hypotenuse E und den Katheten 
WJ und aL,T zusammensetzen. Durch Verkleinerung der 
Amplituden um att — y erhält man 



(E,<p) = W(J,o)-\-wL[J,^] 




woraus sich 




£'siny = jl H'sino + wLsin^J 


= J»L 


Ecosq>=jiWcQso -\-aLco&~j 


= JW 


zur Berechnung von J und tp ergeben. 





Aufgabe 93. Ein Leiter mit dem konstanten "Wim 
Stande W Ohm tmd dem konstanten Selbstinduktionskoeffi- 
zienten L Henry verbindet die Belegungen eines vollkommen 
isolierten Kondensators rait der konstanten Kapazität C Farad. 
In jenem Leiter befinde sich eine Vektor-EMK von der kon- 
stanten Amplitude E Volt und der konstanten Winkelge- 
schwindigkeit a>. Es sind die Vektoren der Stromstärke i in 
Amp. und der Potentialdifferenz v zwischen den Belegungen 
des Kondensators in Volt zu berechnen, nachdem ihre Amph- 
tnden praktisch konstant geworden sind. 

Lösung. Aus den Differentialgleichungen dei' Momentan- 
werte: 









j 



•»• 4*' J( 



i5^=-*f — : — 



•r 






If ■' ■ - - _.!l 



l 

r = -: 



and 



\ ■» - — ^^ L-M 

ergibt- 

mittelbar abgeieireie Vektoro;loiv'hiiu>^ ;k\\t xUx» ^^^^^ ww'w i\ 
eines rechtwinkligen Dreitvks mit vlo\ U\|^M\'\\\^m s \\\\\ \ \\ 
Katheten r(l — ZC«^) uiui niViM \\\\\ 



^ 
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Auigabe 94. Zwei Punkte sind durch 3 Leitungszw 

0, 1 und 2 mit einander verbunden, deren konstante "Wi 
stände bezügKch Wg, TP, und W^ Ohm und deren konsl 
Selb stinduktionsko effizienten beziehentlich Lq, L^ und L^ H 
betragen. Eine gegenseitige Induktion findet nicht statt. 
Zweige wirkt seit einiger Zeit eine Yektor-i^MÄ" mit 
konstanten Amphtude E Volt und der Winkelgeschwindigki 
1) Es sollen die Vektoren der Stromstärken Jq,J^,J^ in J 
angegeben werden. 2) "Wie ist das Verhältnis der Amplit 
J^ und (7, und ihr .Phasenunterschied x- 3) unter wel 
Bedingung sind J^^ und Jj phaaengleich. 4) Welche Phi 
unterschiede ^^ und ^^ bestehen zwischen J^ und J^ bezw 
Lösung. Die gesuchten Vektoren seien (Jq, «( — 
(J^,at — (pi). (Jj.tfli — yj). Die Momentanwerte t(,, ij n 
müssen den Bedingungen genügen : 



--hW, + L.§ + HW,+L,§ 



Diesen Bedingungsgleichungen entsprechen die Ve] 



4 



{E, »t) = W, (J„ 0.4— iF„) + » L. (J,, »( - y, + -| 

+ H', (/„«(- if,) + ».i,(j„«.(- (p,+|) 

« «<) = W„ (J„. »( - y,) + «t. [j,. »1 - (P, +") 
oder 



% "T 



tE.I» = 



(£ t« = 






Jbk*. 



-r. 



ii-t — ' 



:>>t 



— -:>>!: 



E=-mI.r.: 



x — ' , .. 



■*<! 



i • 



EZI-t. 



o = 



•.-•^C 



XnarÖ- drAr:?: "^'Tr-fü, -H^ ^- 



'■'»■-^ 



• 



W^ (^1- 0.» — • A t=^i- ? i =^s: V'V X^ - ^ .'t ( •\^ ^ ^ ,^x^ 



oder 



>2^ Jj = t/j (IT, sin X f # /.^ o^nä j^> 
TT, Jj = Jf ( ir, oos X ^ /.^ »<u^ >\ 



Man erliält also 



94 




VHI. Aufgaben Ober das Rechnen n 


it Vektoren. ^^| 




J, iW,' + «'L,' 






■', yif.' + a'L/ 




2) 




,7, L,W,-L,W, 

J, IF, W, + ••' L, L, 
™*'~/," IF,' + <.'V 










( 


3) 




JF, i. 




Ist 


»0 - »1 = ft 





fa — f> = Vi 
SO folgt aus der dritten Vektorgleichimg 

(/„-(«,) = (/„0) + (J„z) 
("'..-V.) = (Ji.-Z) + l-'>.0) 
Man erhält demnach aus 

Jg 8iaif), = ^ Jj yin x 
Jj, cos ifi^ ^ J^ -\- ,7, cos X 



4) 

und aus 



tgl"!^ 



W, (W, +W,) + o'£, (A + i.) 



Jj sin ^i/j ^ J^ sin x 
Jo cos ^j ^= .7j + J, c 



Xtlfj, — AtTi 



W,(,W^ + lF,) + «.»i, (ii- 



Aufgabe 95. Zwei Punkte, zwischen denen eine Vektxjren- 
Bpannung mit der konstanten Amplitude E Volt und der 
konstanten Winkelgeschwindigkeit w herrscht, sind durch 
n Lei tungs zweige 1 his n mit einandei' verhiinden, deren kon* 



J^^ 



—niitu^. t 




- — * 



*il X'l 



i 



T«i» 






fc = ^^ 



nr r: 



_ . -«■ - 



fcc 



&o 



: TTtKT B a^ 






IT 



- < 



also 
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a 



Für 



wird 



Für 



wird 



Wo = 



A^ + «*£» 



B 



^°~ A^ -\-a^B* 



Jo = EVa^ + a^B^ 



toB 



Ijl — — 1j2 ^^^ . . . = Jun = 



— ttF J ^nr + • • • + 



IFo W, ' F, 



TT, 



TTi = Tfa = • • • = TT« = 



i- = J- + J_ + ... + J_ 

Ztq Zr^ ir2 irn 



Beide Beziehungen bestehen gleichzeitig, wenn 



ist. Alsdann ist auch 



'» 



F, 






p 



_B^^ 



Wo- A 



+ 



1 



+ 



+ 



y iF„2 +«»£„» 



«'o = ^^i = 9»« = = y» = arctg (pu) 



und 



I 



«T^, = «T^ ^ »7^. — . . . ^ J», 

Piii t^si^ 

Andere in der Lot-erÄtm- «wJJraJ1»c««5,^^ ^-ta<5a]^Wj»^v^,j^^ 
Teerte Inierfür smd Tuudcinaxt'. ^'^^^w^ 



Kajjitei IX. 

Aufgaben über die Methode der kleinsten Quadraf| 



Erklärung. 

Gauß hat gezeigt,*) daß der wahi-scheinlichste Weit einer 
Unbekannten, von der eine Reihe beobachteter oder gemessener 
Werte vorliegen, derjenige ist, bei welchem die Summe der 
Quadrate seiner Abweichungen von den gemessenen "\^''ert.en 
ein Minimum ist. 

Im allgemeinen liegt eine in ihrer Form gegebene Funktion 
zwischen unabhängig Veränderlichen und einer beobachteten 
Größe vor, und diese Funktion enthält Koeffizienten, deren 
wahrseh einhchste Werte zu bestimmen sind. 

Es sind also im Ausdnick 

F{A^, Ä^, ■ ■ ■ A„,a.;y,£, ■ • ■) = t 
die m Koeffizienten Äj bis Am zn bestimmenj wenn füi' w vei'- 
schiedene Werte x^ ■ . . Xn,yi ■ ■ -yn ■ ■ ■ der Unabhängigen x, y, z, 
. . .n Werte ij . . , („ der Abhängigen ( beobachtet sind. 

Die Bedingung für die wahrscheinhchsten Werte der 
Koeffizienten A ist alsdann 



;r[^ 



-F(Ät,A, 



(,..) 



,]■ = . 



I 



■) Gaula, Theoria combinationia obserrationui 
obnoxiBB. Göttingen 1628. 






■f »— ■ ••■»;! 




1^1 



iisr- %-»=' 






»•• -i — 



-^ -^»-' -=^- 



V 









f(%t 






Denma 






r 



ans 



-uenmacx. Der^cimeii sicr dir m k^^.tr 

dem trieicinm£nB£rrsteiL • ^^ '^'' 1 



J^>« H- J.^ Zj. — ^^r* 



I ' • . 



^ 



^^ar + ^i^a--+« + ,<,i> «^ t 



■ \ I ».'1 



< • I .l...*'. 



' I . ■■• ».) 



i< 



!>r;r,i ,4 



=. 'jiP^ jjk^ Jkxznnsr \Bsr s^sasss. 



r = V 






T — »m — 



t T *l^ U £mt ** =^ 



1-^^ 



Ui:..Wy;.xj':n jr^ Trj: zv^e GLäeiTiiig iÄ getuldec ans der 
h-vr/^Y^: /rx^>' » fc^r^iiT^g-iin^ggTfTfc-^r.rrTigip-ii , Bjbchdeia mui jede 
/.vv"/; /;„r /jj^^ Koeffzieniiai von a^ nmkzpliziert hat. n. s, f. 



AJOtgMtoe 99# Eine A kkninnlatorenbatterie sei nach an- 
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mit 22 Amp. in 3 Stunden 



18 


» 


» 4 


15 


» 


» ö 


13 


n 


n 6 


12 


» 


» 7 


11 
10 




, 8 
. 9 



entladen. Es soll eine lineare Beziehung zwischen Kapazität 
und Entladestrom berechnet werden. 

Lösung. In der Delation 

y = a + 6x 
worin y die Kapazität in Amp.-Stunden und x der Entlade- 
strom in Amp. ist, bestimmen sieh die Konstanten a und b 
aus den Gleichungen 

7a + 1016= 553 

101a + 15676 = 7763 
zu 

a = 107,4 

6 = — 1,97 

Die größte Abweichung beträgt 4,6 ®/q des berechneten 
"Wertes, innerhalb der Grenzen a: = 22 und x = 10. 



Aufgabe 100. Der Zusammenhang zwischen der magneti- 
schen Induktion y und der magnetisierenden Kraft x in 
Amperewindungen per Centimeter Kraftlinien weg läßt sich 
für Eisen durch die Funktion 

innerhalb praktischer Grenzen mit guter Übereinstimmung 
darstellen. 

Für deutsches Schmiedeeisen finden sich im Kalender 
für Elektrotechniker von Uppenbom folgende zusammen- 
gehörige Werte: 



i 



J)^ 



« 



j: « 



i _*»*i 



•i i*>*i 



^•.^ 


T 


»■•i 


T.> 




••>i 


i-J 


JJ' 


• :♦>.' 


'f— I. 


^.^ 


.••>i 


jJL-i 


■"-♦ 


.^.■•' 


- j ■ 


- 1 


.•>J 


^ - ••« 


I-t 


.♦>. 


^:.d 


^ 


.♦>' 






IMZ 






sriT»- frr x = 1 5 



s: «^ r* = ^ •- als»? 



■vrjc: n 



Vr ,v. 



I — 



a = 



l I— 'Xlr* 






•//»'') U^U ^',Xj\f^, 'clrT2k^lh 



a = 11 •»> 
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Aufgabe 101. Aus der dem Kalender für Elektrotechniker 
von Uppenbom beigegebenen Tafel, welche die magnetische 
Induktion y in ihrer Abhängigkeit von der magnetisierenden 
Ej-aft X darstellt, sind für Flnßeisen folgende zusammengehörige 
Werte zu entnehmen: 

X y 

0,5 300 

1 1300 
1,5 2 800 

2 4 400 
2,5 6 000 

3 7 500 
3,5 8 600 

4 9 600 
4,5 10 300 

5 10 900 
5,5 11 200 

6 11 600 
6,5 11 900 

7 12 100 
7,5 12 300 

8 12 500 

Es soll hieraus der Koeffizient a in dem Ausdruck 

berechnet werden, wenn die hierdurch dargesteUbe Kurve 
einen Wendepunkt für x = Va ^^^0 besitzt. 

Lösung. Da für den Wendepunkt x^x^ = ^l2 ist, so 
folgt x2 = 0,2. 

Bezeichnet man denKlammerausdruck mit ^ und y — 0,4 Jtx 
mit u so ist 



i 
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Die B»echTiTmg zeigte daß dieser Qnotieaxt denselbezi Wert 
ergibt, -wie — , namlich a =^ 17 800. 

Für a = geht die Kurve in eine Gesrade nber, -welche 
die Induktion für Luft darstellt. Diese Gerade berührt die 
Kuive im Koordinatenanfang. 

Für die hier in Frage kommenden Werte von x kann das 
GHed OAnj: praktisch Tinberücksichtigt bleiben. 



Kapitel X. 

Aufgaben, deren Lösung auf transzendente 

Gleichungen führt. 



Erklärung. 

Wenn die Lösung einer Gleichung nicht unmittelbar durch 
algebraische Operationen oder logarithmisch-trigonometrische 
Tafeln möglich ist, so bringe man die Gleichung auf die Form : 

f(x) = q>{x) 
Fig. 18. 




Ihre Lösungen sind alsdann die Abszissen der gemein- 
schaftlichen Schüittpunkte der beiden Kurven: 

1) y = fix) 

und 

2) y = ?p(«) 



106 ^' Aufgaben, deren Lösung auf traoszendeate Qleichuugen fl 



Man gebe nun aus von einem Anfangswerte x = x, (Fig. 13), _ 
so findet man hierzu aus Gleichung 1) die Ordinate y^, Üe—a 
mit a;, zusammen den Punkt Pj der Kurve 1 bestimmt. Eine= 
Parallele durch P^ fühlt auf den Punkt Pj der Kurve 2), dei — 
also dieselbe Ordinate j/, besitzt und dessen Abszisse x^ maD_ 
aus der Gleichung 2) erhalt, wenn man y^ in dieselbe einsetzt 
und sie nach x auflöst. Die Methode setzt also voraus, daS 
sich von der I'unktion ip die inverse Funktion berechnen läßt, 
eine Bedingung, in der bei der freien Wahl dieser Funktion, 
eine Beschränkung nicht zu erbUcken ist. Der Wert x^ ist. 
ein Näherungswert für die Wurzel x, mit dem man gerade so 
verfährt, wie zuvor mit Xi- Auf diesem Wege gelaugt man 
geometrisch zu einem trepp enförmigen Anlauf an den Schnitt- 
punkt P und analytisch zu einer beliebigen Annäherung an 
die gesuchte Abszisse dieses Schnittpunktes. Je nach Gestalt 
und Lage der Kurven kann sich statt des Anlaufs auch ein 

Fig. 14. 




■X X, 



Umlauf (Fig. 14) ergeben. Die geometrische Darstellung der 
Kurven 1) und 2) läßt sofort erkennen, mit welcher Kurve 
und mit welchem ersten Näherungswerte das Verfahren zu 
beginnen hat. Erfolgt die Annäherung zu langsam, so kann 
man sie durch Wahl eines anderen Winkels zwischen den 
Koordinatenachsen beschleunigen. Diese von Heymann ange- 
gebene Methode führt im allgemeinen schneller zum Ziel als 



T. ttfUfmnsrMimrtmKrmtafmr^ txtmctxaaxg^s:) führ: i rr- 



^DÄ inrififT- fHmwint- »• ^TramrEz r^om- cil ijaniÄu: ji. für» 
sqüb: Trrr^Tirä-gRTTwr $.7 TTraTi PTT tuht: ttt' üen jfltztEi: Küheraa^-. 
wer ZL JmfiffTT 

iiifTiiiiTtwT -ffiTTTTiTifflEi- Jttrrrnoc- «äEZ- toTjTRDrf- ^hjjan4imm»«j; 
Tim iToi ILn T~ i^Tmann. jiz- ' fwirmii-:: fimraoniei: 

fer die rem- im-. anjrprwaiitK- J^LBXBematiu Hf* }iÄ:n<; 

Jfc 3>ercriuft:L zu: iiufeanen? -Th arnf^axü, Ä^i^-hi^f, 

mt l/qgantnimi nöasirr-e: Zamet xni£ ihr j^wlWt^Y: h^^ 

4Ü. Band. I9(»I. ^ '^>^'*^ 



lOi Beim StDdinxn <^^v ^Mt^^^^v^>1,K <uM^i 



) X. Aufgaben, deren Lösung auf transitendente Gleichungen führt. 

für Ä < gibt es 1 reelle positive "Wurzel < a; < 1 ^M 
für Ä ^ wird x^ 1 

für < k<. — gibt es 2 reelle positive Wurzeln 1 < arj < a < a^a 



für k=^ ~ gibt es eine reelle Doppelwurzel x^ = Xj = 
für ft > - gibt es keine endliche reelle Wurzel. 
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Aufgabe 103. Ein Draht sei 100000 mal so lang als 
der Durchmesser seines kreisförmigen Querschnittes, Eine 
wievielmal so große Länge müßte der Draht bei gleichem 
Querschnitt und gleichem Dielektrikum erhalten, damit sich 
seine Kapazität verdoppelt? 

Lösung. Der gesuchte Taktor x bestimmt sich nach 
Aufgabe 72 aus dei' Gleicliung 



lg ,,^ 'g 50000 , „lg 50000 



unabhängig von der Basis der Logarithmen. 

Die zweite Wurzel der Gleichung führt zu einem falschen 
iteaultat, weil die benutzte Eormel für die Kapazität nur für 
Drähte gilt, die sehr lang im Verhältnis zu ihrem Durch- 
messer sind. -^J 



in lebhaftem Anlauf zu 
K .r = 2,1406926 

I 

L 
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Aufgabe 104, Wie lauten die Wurzeln der Gleichung 

1 ^ 

'"^^ = 100 

unter Voraussetzung Brigg'scher Logarithmen? 



J 






7 



j . »/• 



ond 



Ini-sn zUkZ, Tic: it^ Xiifc'zi.c^vf-rrtr ,: = l ^x^ec .% " * 



h\ 



ausgeht- tziii ie x::r *>r'riir^ ^i!VrI^ v>r\5:rkdi55* N^jiii^iXÄ^:;^ 

Tom Wen .t = l*'» a::isg>ehriii xmd mix doi Omuväu^ >\o^ 
Logistik l-eginneni kc^Tr.mt luan in etWÄ^;; ir^^n^Ä^ AuUxit 
zur Wiirzei 

jr^ = 237,58131 

Man versuche, die Aufgabe nach der Methodo \>w Now t\\u 
zu löseiL. Tun zn erkennen, um wieviel schneller und oinf^oU^M^ 
die Methode der An- und Umläufe zum Ziele fühn. 



Angabe 105. Es ist x aus der Gleichung .r + lo^^ ,r 
zu bestimmen, wenn die Basis der LogaritJiuicn 10 ist. 

Lösung. Bei der Zerlegung y = — .r und y =^ h>K»>' R^^* 
langt man von x=l ausgehend durch überaus oit\faol\o 
Dehnung zu einem Umlauf. Allein der l^mhvuf ist solu* 
trag. Man hilft sich, indem man nach jedem Umhwif spr\iun- 
weise zu einem Mittelwert als neuem NähoruugswtMMo (U>or. 
geht, oder indem man durch die Substitutiouou 

y ^= fl sin tt) 

a? = 5 + 9 cos 0) 

schiefwinklige Koordinaten einführt, und o» ho wiililt;, diiU dit^ 
Tangente der Kurve 

y = \ogx 
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110 X. Aufgaben, dereaLtisungauf tTtLuszendente GleichuDgeu fühAiI 
in dem mutmaßlichen Schnittpunkt der y-Achae angenähert 
parallel wird. Demnach wird q> kleiner als — zuwählensein, 
und man kann z. B. 





sm w — 


0,9fi 








oder noch besser 


sinw — 


0,28 

0,8 
0,6 








setzen. Man gelaugt dadurch 

bei weiterer Verkleinerung von 

In jedem Jalle erhält man 


zu einem lebhafteren 
w schließlich zu einem 






X ^ 0,3990129. 









Aufgabe 106. Welcher Bedingung muß der Koeffizient', 
genügen, wenn die Gleichung sin x^ kx eine, aber auch nur 
eine reelle positive, von Null verschiedene Wurzel besitzen soll? 
Lösung. Mau erhält zunächst 
1 > Ä > COS g) 
wobei für ip die Helation besteht 

tg (f — tp = 2 n 
Dabei ergibt sich gleichzeitig als Nähei'iuigswei-t 

der in die Gerade y =^ 2 ti -j- y eingesetzt zu einem Anlauf 
führt. Durch wenige Stufen gelangt man zu dem ßesultat 

g>= 8-2'' 37' 27,6" 
und demnach ist die gesuchte Bedingung 

1>Ä>0,1283743 
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